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Kurzfassung iii

Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird eine Simulationsmethode zur Beschreibung der
Rissausbreitung in der Crashsimulation von Fahrzeugen mit dem Ziel der Inte-
gration in der expliziten Finite Element Methode (FEM) entwickelt. Vor allem
bei hochstfesten Leichtbauwerkstoffen treten an der Rissspitze hohe Spannungs-
und Dehnungskonzentrationen auf, die bei derzeit verwendeten Elementgrofien
nur unzureichend prognostiziert werden kénnen. Da eine lokale Feinvernetzung
zu einer starken Erhohung der Rechenzeit fithren wiirde, wird in dieser Ar-
beit der Ansatz verfolgt, die benétigte, hohe Auflésung der Spannungen und
Dehnungen durch die Verwendung von analytischen Losungen des zugrunde
liegenden Differentialgleichungssystems zu erreichen. Diese Losungen ermogli-
chen die Anwendung eines lokalen, bruchmechanischen Instabilitatskriteriums
zur Beschreibung des Rissfortschritts.

Fiir die Losungen des linear-elastischen Rissmodells sowie des Kohésivzonen-
modells nach Dugdale werden mit der hybriden Trefftz-Methode (HTM), der
Extended Finite Element Method (XFEM) und der analytischen Submodell-
Methode (ASM) drei Varianten zur Kombination der analytischen Lésungen mit
der FEM untersucht. Basierend auf einer impliziten Umsetzung in MATLAB®
werden die Vor- und Nachteile der drei Varianten anhand eines einfachen sta-
tiondren ModeI-Rissproblems analysiert. Verglichen mit dem Verfahren der
Element-Elimination auf Basis kontinuumsmechanischer Versagens- und Schadi-
gungsmodelle bieten alle drei Methoden eine Verbesserung der Prognosequalitét
bei gleichzeitig geringer Netzabhingigkeit. Da die ASM die geringste Erhohung
der Berechnungszeit mit sich bringt und sich aulerdem am einfachsten in einen
expliziten Crash-Code integrieren ldsst, wird diese Methode zur Simulation
von laufenden Rissen erweitert. Neben der Simulationsmethodik stellt die zu-
gehorige Materialcharakterisierung einen wesentlichen Bestandteil des Gesamt-
konzepts dar. Aus diesem Grund wird im Zuge der Arbeit auch eine Metho-
de zur experimentellen Ermittlung des Risswiderstands entwickelt. Bei stabil
wachsenden Rissen in diinnwandigen Blechwerkstoffen bildet der Rissspitzenoft-
nungswinkel eine geeignete Kenngrofe fiir den Risswiderstand. Die Versuche zur
Ermittlung dieser Kenngrofle werden exemplarisch fiir den Warmumformstahl
22MnBb5 durchgefiihrt, da sich dieser Werkstoff sehr kritisch in Hinblick auf die
Rissbildung und -ausbreitung verhilt. Die ermittelten Versuchsergebnisse wer-
den anschlieBend auf die Simulationsmethode {ibertragen und zur Kalibrierung
der Rissspitzenmodellierung verwendet. AbschlieBend wird die gesamte Metho-
de mittels eines Software-Prototyps in Form einer gekoppelten Simulation von
MATLAB® mit LS-DYNA® anhand der experimentell untersuchten einseitig
gekerbten Zugproben und eines Dreipunkt-Biegeversuchs einer Fahrzeugkom-
ponente validiert.
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Abstract

The present work deals with the development of a simulation method for crack
propagation in vehicle crash simulations, which is aimed to be integrated in
the explicit finite element method (FEM). Especially for ultra-high strength
lightweight materials, the high stress and strain concentrations occurring at
the crack tip cannot be predicted with currently used element sizes. Since mesh
refinement would lead to a large increase in computational time, this work in-
vestigates analytic solutions to increase the local resolution of the stress and
strain fields. These solutions facilitate the use of a fracture mechanics crack
propagation criterion at the crack tip. In the present work, three different va-
riants for combining the analytical solutions with the FEM are investigated
and applied for the linear-elastic crack model, and the cohesive zone model ac-
cording to Dugdale. These variants are the hybrid Trefftz method (HTM), the
extended finite element method (XFEM) and a submodel approach, which is
referred to as the analytical submodel method (ASM) in this work. Based on
an implicit implementation in MATLAB, the advantages and disadvantages of
the three variants are analysed using a simple stationary mode I crack problem.
Compared to the element elimination method based on continuum mechanical
failure and damage models, which is currently state of the art in industrial
applications, all three methods offer an improvement of the prediction quality
while showing a very low mesh dependency at the same time. Since the ASM
involves the least increase in computing time and is also the easiest to be inte-
grated into an explicit crash code, this method is being further developed for
the simulation of propagating cracks. In addition to the simulation methodo-
logy, the associated material characterisation is also an essential component of
the overall concept. Due to this, a method for the experimental determination
of the crack resistance is developed in this work. For stably growing cracks in
thin-walled sheet materials, the crack tip opening angle is a suitable parameter
to describe crack resistance. The tests to determine this parameter are carried
out for the hot forming steel 22MnB5, as this material shows a very critical
behaviour with regard to crack formation and propagation. The experimental
test results are transferred to the simulation method and used to calibrate the
crack tip modelling. Finally, the entire method is validated using the investi-
gated single edge notched tensile specimens and a three-point bending test on
a vehicle component. All simulations are carried out with a software prototype
based on a coupling of MATLAB with LS-Dyna.
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1. Einleitung

Der Klimawandel stellt die Automobilindustrie vor die grofie Herausforderung,
die Emission von Treibhausgasen drastisch zu reduzieren. Um die Wende zu
einer 6kologisch nachhaltigen Industrie zu schaffen, reicht die Einfithrung alter-
nativer Antriebskonzepte als alleinige Mafinahme nicht aus, da ein mafigeblicher
Anteil des Ressourcen- und Energiebedarfs bereits im Entwicklungs- und Pro-
duktionsprozess anfillt. Eine durchgéingige Virtualisierung des Entwicklungs-
prozesses erdffnet die Moglichkeit, trotz steigender Sicherheitsanforderungen
und vergroferter Variantenvielfalt, die Zahl realer Prototypen zu reduzieren
und tréagt somit dazu bei, Zeit und Kosten stark zu reduzieren. Die Grundla-
ge fiir einen effizienten virtuellen Funktionsauslegungsprozess bilden Software-
Werkzeuge, die bereits in einem frithen Stadium iiber eine hohe Prognosequa-
litdt verfiigen. Fine zentrale Rolle spielt dabei die Simulation der gesetzlich
vorgeschriebenen Crashlastfélle. Das wichtigste Simulationswerkzeug fiir die-
sen hochdynamischen Vorgang ist die explizite Finite Elemente Methode. Trotz
vieler Weiterentwicklungen in den letzten Jahren, wie der Entwicklung neu-
er verbesserter schidigungsmechanischer Modelle oder adaptiver Netzverfeiner-
ung, ist die akkurate Abbildung des Bauteilversagens auf Gesamtfahrzeugebene
nach wie vor eine grofie Herausforderung.

1.1. Motivation

Der Einsatz moderner Leichtbauwerkstoffe und neuer innovativer Verbindungs-
techniken fithrt zu einer erhthten Materialvielfalt und Komplexitit in aktuel-
len Fahrzeugkarosserien. Abb. 1.1 zeigt am Beispiel des VW Touareg in der
Baureihe 2019 die unterschiedlichen Werkstoffe, die in dieser Karosserie zum
Einsatz kommen. Wahrend in der ersten Dekade dieses Jahrhunderts der Fahr-
zeugleichtbau noch sehr stark durch den Ersatz von Stahl durch Aluminium-,
Magnesium und Kohlefaser-Verbundwerkstoffen gepriagt war, setzen die Auto-
mobilhersteller bei aktuellen Fahrzeuggenerationen auf einen sinnvollen Mix aus
hochstfesten Stahl- und Aluminiumwerkstoffen zur Reduktion des Karosserie-
gewichts trotz steigender Anforderungen an die Fahrzeugsicherheit. In Abb. 1.2
ist anhand der charakteristischen Spannungs-Dehnungsverldufe das grofie Spek-
trum moderner Karosseriebaustéhle zu sehen. Die Festigkeiten dieser Stéhle rei-
chen dabei von 400 MPa in konventionellen Tiefziehstdhlen bis iiber 1000 MPa
bei Dual- und Mehrphasenstéhlen (Advanced High Strength Steels AHSS). Bei
Warmumformstéihlen (Ultra High Strength Steels UHSS), die fiir Bauteile ver-
wendet werden, die im Crashlastfall besonders hoch beansprucht werden (z.B.
A- und B-Sdulen, Langstrager, Tiiraufpralltriager usw.), liegen die Zugfestig-
keiten noch deutlich dariiber. Die aktuell sehr weit verbreiteten Stahlgiiten
22MnB5 und 36MnB5 erreichen im pressgehérteten Zustand Festigkeiten von
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1500 MPa bis zu 1800 MPa. Eine ausfiihrlichere Beschreibung all dieser moder-
nen Karosseriestéhle findet sich beispielsweise in [22].

kaltumgeformter Stahl
I warmumgeformter Stahl
I Aluminiumblech
P Aluminiumprofil
I Aluminiumgussteil

Abbildung 1.1.: FEingesetzte Leichtbauwerkstoffe in der Karosserie des Volkswagen
Touareg 2019 [117]

Leider besitzen diese Stdhle den Nachteil einer vergleichsweise geringen Duk-
tilitdt, den man ebenso in Abb. 1.2 erkennt. So liegen die Bruchdehnungen der
AHSS und UHSS meist nur im Bereich zwischen 5% bis 8%. Diese geringe Duk-
tilitdt fiihrt unter hohen Belastungen zu stdrkeren Lokalisierungen der Span-
nungen und Dehnungen an geometrisch inhomogenen Stellen der Karosserien.
Daneben besitzen die AHSS und UHSS aufgrund ihres grofitenteils martensi-
tischen Gefiiges einen weiteren Nachteil. An Widerstandspunktschweifiverbin-
dungen (WPS-Verbindungen), die bei Stahlbauteilen nach wie vor die bevor-
zugte Fiigetechnik darstellen, bilden sich in Folge des Warmeeintrags entfestigte
Wirmeeinflusszonen (eWEZ), die potenzielle Schwachstellen in der Karosserie
darstellen konnen. In Abb. 1.3 ist die eWEZ an einer WPS-Verbindung und
die mogliche Rissbildung in dieser Zone unter ebener Blechstreckung zu sehen.
Die Ursache fiir diese lokale Schwiichung findet sich im Wérmeeintrag durch
den Schweifiprozess. Dabei wird das Material in der SchweiBllinse vollstindig
austenitisiert bzw. teilweise auch aufgeschmolzen. Wiahrend der anschliefenden
schnellen Abkiihlphase bildet sich im Bereich der Schweifilinse wieder ein, dem
Ausgangszustand dhnliches, martensitisches Gefiige aus. In einer Zone um die
Schweifilinse wird die fiir Martensitumwandlung nétige Abkiihlgeschwindigkeit
jedoch nicht erreicht und es entsteht ein martensitisch-bainitisches Mischgefiige.
Dieses Mischgefiige besitzt eine geringere Festigkeit als das umgebende marten-
sitische Gefiige, wie sich am ausgebildeten Hartesack in Abb. 1.3a erkennen
lasst. In Abb. 1.3b sieht man anhand einer sogenannten Blindzugprobe (d.h. ei-
ner Zugprobe mit einer Zweiblechverbindung durch einen Schweiflpunkt, jedoch
ohne Kraftiibertragung iiber den Schweiipunkt) die aus diesem Hirtesack re-
sultierende Rissinitiierung unter ebener Blechstreckung. Ein typisches Beispiel
fiir das Auftreten solcher Belastungszustdnde in der Fahrzeugkarosserie unter
Crashbelastung bildet der Seitenaufprall eines Impaktors an der B-Sédule. Durch
die Biegebeanspruchung der B-Séule beim Eindringen des Impaktors entstehen
an den Fiigestellen im Flanschbereich diese grofien ebenen Blechdehnungen, die
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Abbildung 1.2.: Charakteristische Spannungs-Dehnungs-Verldufe verschiedener Ka-
tegorien von Stahlwerkstoffen und deren Einsatzbereiche im Fahr-
zeug nach [19, S. 19].

im Falle des Auftretens von Rissen zu einem spontanen Versagen des Bauteils
und damit zu einer unzulédssigen Gefihrdung des Insassen fithren kénnen.
Neben dem Widerstandspunktschweiflen kommen bei aktuellen Mischbau-
Karosserien auch weitere thermische und mechanische Fiigeverfahren zum Ein-
satz. Auch bei diesen Verfahren tritt der Effekt der Lokalisierung von Span-
nungen und Dehnungen an den Fiigestellen auf, wie hier am Beispiel von Halb-
hohlstanznietverbindungen aufgezeigt wird. Durch den Stanzprozess entsteht
im stempelseitigen Blech ein Loch (siehe z.B. [37],[94]), an dem durch die geo-
metrisch bedingte Kerbwirkung bei ebener Blechstreckung eine Spannungsiiber-
hohung auftritt, welche die Bildung von Rissen begiinstigen kann. Ein d&hnlicher
Mechanismus existiert auch bei flieBlochformenden Schraubverbindungen (FDS-
Verbindungen). Zusammenfassend lédsst sich sagen, dass viele aktuell eingesetz-
te Leichtbauwerkstoffe durch ihre hohe Festigkeit und vergleichsweise geringe
Duktilitédt zur Rissbildung an den Verbindungstechniken neigen. Daher miissen
die im CAE verwendeten Software-Werkzeuge in der Lage sein, diese Risse zu
prognostizieren, um ein kritisches Bauteilversagen bereits frithzeitig im Ausle-
gungsprozess durch geeignete konstruktive Mafinahmen auszuschlieflen.
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=== | DP600, 1.0mm
22MnB5, 1.5mm

I Entfestigte
Wirmeeinflusszone
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WAV 3
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@ 1@ Rissinitiierung
R

Entfestigte Wirmeeinflusszone
in AHSS und UHSS

(a) Entfestigte Wirmeeinflusszone (eWEZ) an (b) Rissinitiierung unter ebener
WPS-Verbindungen in UHSS Zugbelastung in eWEZ

Abbildung 1.3.: Rissinitiierung an Widerstandspunktschweifiverbindungen (WPS)
unter ebener Zugbeanspruchung

1.2. Zielsetzung

Die Simulation von Rissen in der angewandten Crashsimulation findet in zwei
aufeinanderfolgenden Phasen statt, fiir die jeweils unterschiedliche Modelle ver-
wendet werden:

1. In der ersten Phase wird die Entstehung von Rissen mit Hilfe geeigne-
ter Methoden an den Verbindungstechniken beschrieben. Dies kann bei-
spielsweise durch eine mitlaufende Approximation des stetigen inhomoge-
nen Dehnungsfeldes in einem geeignet gewéhlten Element-Patch in der
Umgebung der Fiigeverbindung realisiert werden. Der maximale Wert
dieses approximierten Dehnungsfeldes wird dann einem fiir die Fiigever-
bindung charakteristischen ertragbaren Dehnungswert gegeniibergestellt.
Dieser charakteristische Dehnungswert wird vorab aus Versuchen und
Detailsimulationen fiir unterschiedliche Last- und Materialkombinationen
abgeleitet. Falls der in der Crashsimulation berechnete Dehnungswert die-
sen maximal ertragbaren Wert iibersteigt, wird das Element, das sich an
der Stelle der maximalen Dehnung befindet, geltscht.

2. Die zweite Phase beschreibt die weitere Rissausbreitung durch das Bau-
teil. Dazu steht in der praktischen Anwendung derzeit nur das Verfahren
der Elementauflosung auf Basis eines schéddigungsmechanischen Kriteri-
ums zur Verfiigung. Wie in Kapitel 2 noch detaillierter beschrieben wird,
ist die Auflésung der Spannungen und Dehnungen bei einer derzeit iibli-
chen Elementgrofie von 4 mm jedoch vielfach zu gering, um mit Hilfe dieses
Verfahrens die weitere Rissausbreitung zu prognostizieren. So wird nach
der Rissinitiierung die Resttragfihigkeit des Bauteils in der Simulation
vielfach iiberschéitzt, d.h. nicht konservativ prognostiziert.
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Fiir die Phase 1 (Rissinitiierung) wurden bereits Methoden fiir unterschiedliche
Verbindungstechniken realisiert und in [41], [43] und [42] verdffentlicht. Die
vorliegende Arbeit widmet sich daher der Phase 2 (Rissfortschritt). Ziel der
Arbeit ist es, eine Methode auf Basis bruchmechanischer Ansétze zu finden,
die eine hohe Prognosegiite ermo6glicht und nur eine geringe Netzabhingigkeit
aufweist. Diese Simulationsmethode soll im Zuge der Arbeit auch prototypisch
in einem kommerziellen Crash-Solver implementiert werden, um mit diesem
Demonstrator das Potential der Simulationsmethode zu belegen.

1.3. Aufbau dieser Arbeit

Nach diesem einleitenden Kapitel wird in Kapitel 2 der aktuelle Stand der Tech-
nik zur Simulation des Material- und Bauteilversagens in der Crashsimulation
beschrieben. Dabei werden auch die Einschriankungen und Probleme der aktuell
verwendeten Methoden und Modelle bei den derzeit iiblichen Netzdiskretisier-
ungen aufgezeigt. Da die in der vorliegenden Arbeit behandelten Methoden auf
Konzepten der Bruchmechanik basieren, werden in Kapitel 3 die wichtigsten
Grundlagen dieser Ingenieurwissenschaft umrissen. Kapitel 4 beschreibt die Her-
leitung analytischer Ansétze fiir die Spannungs- und Verschiebungsfelder in der
Umgebung der Rissspitze, die einerseits zu einer verbesserten Auflésung dieser
Felder und andererseits die Verwendung von bruchmechanischen Kennwerten in
Rissfortschrittskriterien erméglichen. Diese analytischen Ansétze werden dann
in Kapitel 5 mit der Finiten Elemente Methode kombiniert. Dabei werden die
drei folgenden Methoden betrachtet:

e Hybride Trefftz Methode (HTM),
e Analytische Submodelltechnik (ASM),

e Extended Finite Element Method (XFEM).

Die in Kapitel 4 gefundenen mathematischen Lésungen werden entsprechend
dieser drei Formalismen adaptiert und prototypisch in MATLAB® implemen-
tiert. Anhand eines einfachen stationéren Rissproblems an einer streifenférmi-
gen Zugprobe werden die analytischen Ergebnisse verifiziert. Kapitel 6 beschreibt
die Ermittlung der geeigneten Kenngrofien fiir die Bruchzédhigkeit mit Hilfe
bruchmechanischer Proben am Beispiel des Warmumformstahls 22MnB5. In
Kapitel 7 wird die Simulation des Rissfortschritts mit Hilfe eines analytischen
Submodells (ASM) beschrieben. Mit Hilfe eines Methodendemonstrators auf
Basis einer gekoppelten Simulation von LS-DYNA® mit MATLAB® werden
die in Kapitel 6 untersuchten einseitig gekerbten Zugproben simuliert und die
numerischen und experimentellen Ergebnisse verglichen. Abschliefend wird die
Methode noch mit Hilfe eines Bauteilversuchs (Dreipunkt-Biegeprobe eines ein-
seitig geschwichten Tiraufpralltrigers) validiert. Kapitel 8 fasst die wichtigs-
ten Ergebnisse und Erkenntnisse dieser Arbeit zusammen und beschreibt die
néchsten notwendigen Schritte, um die Methode in die industrielle Nutzung
iiberzufithren. Der Anhang dieser Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Wihrend in
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Anhang A noch die Ergebnisse ergéinzender Untersuchungen zur Netzabhingig-
keit und Robustheit der in Kapitel 5 implementierten Methoden beschrieben
werden, sind in Kapitel B der entwickelte MATLAB®-Code und die Kopplung
zwischen MATLAB® und LS-DYNA® iiber eine TCP/IP Schnittstelle doku-

mentiert.



2. Stand der Technik

In diesem Kapitel wird der derzeitige Stand der Technik zur Beschreibung des
Bauteilversagens in der funktionalen Auslegung von Karosseriekomponenten be-
schrieben. Die Auswahl der hier angefithrten Verfahren und Modelle beschrénkt
sich dabei auf jene, die aktuell in der industriellen Anwendung der expliziten
Finite Element Methode weit verbreitet sind. Es sei an dieser Stelle erwéhnt,
dass neben Finite Elemente Methoden auch alternative Ansétze existieren, die
fiir Rissprobleme geeignet und auch schon teilweise in kommerziellen Software-
Paketen verfiigbar sind. Beispiele fiir diese alternativen Ansétze sind die Boun-
dary Element Method (BEM), Partikel-Methoden und netzfreie Methoden, wie
die Element Free Galerkin (EFG). Den Vorteilen dieser Ansétze, beispielsweise
bei der Beschreibung grofler Verzerrungen oder der einfacheren Realisierung der
Materialseparation, stehen die Nachteile eines hoheren Rechenaufwandes und
Schwierigkeiten bei der Parallelisierung gegeniiber, sodass sich diese Methoden
in der Crash-Simulation bis dato noch nicht etablieren konnten. Aus diesem
Grund werden diese alternativen Ansétze in der vorliegenden Arbeit auch nicht
weiter verfolgt.

2.1. Explizite Zeitschrittverfahren

Das Verfahren, das praktisch in allen Crash-Codes verwendet wird, ist die expli-
zite Finite Elemente Methode, deren wesentliche FEigenschaften hier kurz um-
rissen werden. Den Ausgangspunkt bildet die Bewegungsgleichung, die man als
Ergebnis einer Finite Elemente Diskretisierung eines dynamischen strukturme-
chanischen Problems erhilt (siehe beispielsweise [13, S. 183-197]). In Matrizen-
schreibweise besitzt die Bewegungsgleichung die Form

MU + CU + KU = R. (2.1)

Dabei ist M die Massenmatrix, C' die Dampfungsmatrix und K die Steifig-
keitsmatrix des Gesamtsystems. U, U und U bezeichnen die Vektoren der Kno-
tenverschiebungen, Knotengeschwindigkeiten und Knotenbeschleunigungen. R
fasst Volumenkrafte, Oberflichenkrifte, thermische Krafte und Kréfte durch Ei-
genspannungen in einem Gesamtknotenlastvektor zusammen. Gemeinsam mit
zusitzlichen Anfangswerten U®) bzw. U ©)
wertproblem.

Zur Losung dieses Anfangswertproblems existieren zwei unterschiedliche Klas-
sen von Methoden. Die erste Klasse bilden die direkten Integrationsverfahren,
bei denen die Losung in einem schrittweisen Verfahren zu diskreten Zeitpunk-
ten gesucht wird. Der Ausdruck ,direkt“bedeutet in diesem Zusammenhang,
dass die Gleichungen vor der Integration nicht in eine andere Form iiberfiihrt

bildet diese Gleichung ein Anfangs-
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werden. Im Gegensatz dazu wird bei der zweiten Klasse, den indirekten In-
tegrationsverfahren, zunéchst eine Transformation durchgefiihrt mit dem Ziel,
eine moglichst kleine Bandbreite des Gleichungssystems zu erhalten. Eine typi-
sches Beispiel fiir ein indirektes Zeitintegrationsverfahren ist die Methode der
Modeniiberlagerung [13, S. 935-954], die besonders fiir periodische Losungen
geeignet ist.

2.1.1. Zentrale Differenzenmethode

In Crash-Codes wird aufgrund numerischer Effizienz vorrangig die sogenann-
te zentrale Differenzenmethode verwendet. Die Lésungen werden bei diesem
Verfahren zu diskreten, durch ein Zeitintervall At getrennten Zeitpunkten er-
mittelt. Die Zeitableitungen des Knotenverschiebungsvektors in (2.1) werden
bei diesem Verfahren durch Differenzenquotienten der Form

w1 (=AY or7(t) (t+At)
oY= (U 2w + U ) (2.2)
und " 1
T8 _ L prt-An (t+At)
v = o ( Ut 4 U ) (2.3)

ersetzt. Setzt man diese Differenzenquotienten in (2.1) fiir einen Zeitpunkt ¢
ein und ordnet die Terme nach den diskreten Zeitpunkten, so erhédlt man

1 1
- - (t+At)
<At2M+ 2Atc> v

2 1 1
(t) _ _ (I o (t—At)
R (K 2 M> U < t2M 5 tC> U , (2.4)

d.h. die Losung zur Zeit t + At ldsst sich aus den Losungen zu den Zeiten
t — At und t berechnen. Damit das Verfahren mit den Anfangswerten U und

U(O) starten kann, ben6tigt man somit auch noch den Verschiebungsvektor U
zur Zeit —At. Dieser Vektor kann durch Kombination von (2.2) und (2.3) mit
(2.1) geméB

2
U2 — g _ A 4 %U(O) (2.5)

gefunden werden. Vernachliissigt man in (2.4) die Dampfung und fiithrt wei-
ters die Ndherung ein, dass die Massenmatrix M eine Diagonalform besitzt,
d.h. die Masse auf die Knotenpunkte konzentriert ist!, so lisst sich (2.4) ex-
plizit nach U (448 auflésen, ohne dass eine aufwendige Matrizeninvertierung
notig ist, wodurch die Methode ihre Effizienz erhilt. Ein weiterer Vorteil des
Verfahrens ist, dass die Berechnungen auf der rechten Seite der Gl. (2.4) fiir

!Diese Niéherung wird bei Anwendung der zentralen Differenzenmethode aus Griinden der
Effizienz praktisch immer eingefiihrt. Generell besitzt man unter dem Aspekt der Ergeb-
nisqualitdt in der Crashsimulation bei der Festlegung des Massenterms einen gewissen
Spielraum. So wird die Masse vielfach kiinstlich vergréBert (engl. mass scaling), weil sich
dadurch der stabile Integrationszeitschritt erh6ht und sich die Rechenzeiten verkiirzen.
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jeden Zeitschritt auf Elementebene durchgefithrt werden kénnen und keine Ge-
samtsteifigkeitsmatrix gebildet werden muss. Dies macht die Methode auch aus
Sicht des Speicherbedarfs sehr effizient. Aufgrund der Tatsache, dass fiir die
numerische Stabilitdt der Losungen die Zeitschrittweite At sehr klein sein muss
und damit die Berechnungen fiir sehr viele Zeitschritte durchgefiithrt werden
miissen, ist die Effizienz eine wichtige Voraussetzung.

2.1.2. Stabilitdt der Losung und kritischer Integrationszeitschritt

Die zentrale Differenzenmethode besitzt die Eigenschaft, dass die Losung nur
dann stabil ist, d.h. kleine Stérungen nicht iiber alle Grenzen anwachsen, wenn
die Integrationsschrittweite At kleiner als eine kritische Schrittweite Aty ist.
Das Verfahren wir daher als ,,bedingt stabil“bezeichnet. Dies wird im Folgenden
ndher erlautert.

Modeniiberlagerung

Dazu betrachte man im ersten Schritt die Methode der Modeniiberlagerung.
Wie beispielsweise in [13, S. 955-958] beschrieben, wird vor Anwendung ei-
nes Integrationsschemas ein Wechsel des Koordinatensystems ins System der
Eigenvektoren des verallgemeinerten Eigenproblems

Kp=w’My (2.6)

durchgefiihrt. Mit der Modalmatrix ®, die als Spalten der beziiglich M or-
thonormierten Eigenvektoren ¢, ..., ¢,, enthélt, lisst sich diese Transformation
geméf

Ut)=®X(t) (2.7)

darstellen. Multiplikation der Bewegungsgleichung (2.1) mit ®7 von links
liefert unter Vernachléssigung des Dampfungsterms die Gleichung

X(t)+ Q%X (t) = ®TR(t). (2.8)

Zur Losung von (2.8) wird nun die zentrale Differenzenmethode angewendet.
Da (2.8) ein System entkoppelter linearer Differentialgleichungen darstellt, wird
im weiteren nur ein einzelner Freiheitsgrad betrachtet. Die zeitlich diskretisierte
Bewegungsgleichung fiir einen Freiheitsgrad lautet

i 4+ w2z® = ) (2.9)

wobei #(®) durch den Differenzenquotienten

1
() — T (t—At) _ o,.(t) (t+At)
Z 2 (gc 22 +x ) (2.10)

reprasentiert wird.
Kombinieren der Gleichungen (2.9) und (2.10) und Auflésen nach z(t+4%
ergibt
g+AD) — (2- w?At?) 2 — =20 L A2 (1), (2.11)
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Diese Gleichung kann als Iterationsschema der Form

(A 20 ©
a0 ] 212
Pasazad <@
mit
_2A42
A_[Z uiAt 01} (2.13)
und
2
L= [ o ] (2.14)

dargestellt werden.

Stabilitat der Zeitintegrationsmethode

Zur Charakterisierung der Stabilitét betrachte man nun den Fall eines allge-
meinen diskreten dynamischen Systems, das sich ohne #uflere Last (r = 0) zu

)

durch die (konstante) Zeitentwicklungs-
«~ (nA
matrix A entwickeln kann. Nach n Iterationen ergibt sich die Losung fiir X (nét)

zu

gegebenen Anfangsbedingungen X (©

o (nAt)

X (0)

—A"X". (2.15)

Nun fiithrt man eine Spektraldarstellung der Zeitentwicklungsmatrix A =
PJP! ein, wobei P die Matrix der zugehérigen Eigenvektoren ist. J ist die
sogenannte kanonische Jordansche Form der Matrix A und enthélt in ihrer
Diagonale die Eigenwerte A;. Fiir n Schritte der Zeitentwicklung gilt fiir die
Zeitentwicklungsmatrix

A" =PpPJ"pP~L. (2.16)

In dieser Form lésst sich nun die Stabilitdt der Zeitintegrationsmethode un-
tersuchen. Dazu wird der sogenannte spektrale Radius der Matrix A durch

p(A) = max |\ (2.17)
1=1,2,...

definiert. Damit die Stabilitdt der Zeitintegrationsmethode gewéhrleistet ist,

muss J" fiir n — oo beschrénkt sein. Falls alle Eigenwerte A; verschieden sind,

so ist diese Forderung gleichbedeutend mit p(A) < 0. Im Falle des Auftretens

mehrfacher Eigenwerte muss p(A) < 0 gelten, damit die Methode stabil ist

(siehe [13, S. 964]).

Bei der Anwendung dieses Stabilitatskriteriums auf die Zeitentwicklungsma-
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trix A fur die einzelne Mode in (2.13) erhélt man fir die Eigenwerte von A

2 — w2At? 2 — w2At2)2
A=Y +\/( WAL® (2.18a)
2 4
2 — w?At? 2 — w?At?)?
Ao = “; —\/( “’4 L (2.18b)

Mit diesen Eigenwerten ergibt sich die kritische Integrationsschrittweite zu

T
Atyrit = o (2.19)

wobei T die zur Kreisfrequenz w zugehorige Periodendauer ist. Uber diese
Periodendauer T ist der kritische Zeitschritt fiir ein einzelnes Element mit der
Elementkantenléinge [, in einem Medium mit der Schallgeschwindigkeit ¢, iiber

Atgrir < e (2.20)
Cs

verkniipft. Diese auch als Courant-Friedrich-Lewy-Kriterium [20] bekannte
Forderung kann mit der Ausbreitung einer mechanischen Welle in einem raum-
lich diskretisiert modellierten Korper folgendermaflen veranschaulicht werden:
Damit eine Auslenkung in einem Knoten im néchsten Zeitschritt im Nachbar-
knoten mit dem Abstand [. registriert wird, muss die Integrationsschrittweite
kleiner als die Laufzeit der mechanischen Welle zwischen den beiden Knoten
sein. Aus dieser Beziehung erkennt man, dass sich mit hoherer Netzfeinheit
die Integrationsschrittweite verringert und dadurch die Rechenzeit ansteigt.
Da sich die Integrationsschrittweite auf alle Elemente im FE-Netzes bezieht,
bestimmt das kleinste Element den erforderlichen Rechenaufwand. In der Se-
rienentwicklung sind die Rechenzeiten je Variante und Lastfall meist auf ca.
12h zu beschrianken, um einen optimalen Arbeitszyklus beziiglich Modellan-
passung, Simulation und Ergebnisanalyse zu ermoglichen. Die damit einher-
gehenden Elementgréfien liegen aktuell im Bereich von ca. 4 mm. Durch diese
relativ grobe Vernetzung wird lokalisiertes Materialversagen in vielen Féallen

nur unzureichend abgebildet, wie im nichsten Abschnitt erlautert wird.

2.2. Materialversagen in der Crash-Simulation

Beim Bruch eines Bauteils handelt es sich um einen physikalisch sehr komple-
xen Vorgang, zu dessen Verstdndnis auch mikroskopische Prozesse mit einbe-
zogen werden miissen. Je nach Werkstoffkategorien (Metalle, Kunststoffe, ke-
ramische Werkstoffe oder biologische Materialien) kénnen sich die mikroskopi-
schen Mechanismen, die zum Bruch fiihren, stark unterscheiden. Die mafigebli-
chen mikroskopischen Prozesse bei metallischen Werkstoffen sind die Bewegung
und gegenseitige Wechselwirkung von Versetzungen, deren Wechselwirkung mit
Korngrenzen und Ausscheidungen sowie die Entstehung und Entwicklung von
Poren und Mikrorissen und anderen Heterogenitidten im Werkstoff. Abh#ngig
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vom Gefiige kénnen diese Prozesse zu sprodem oder duktilem Bruchverhalten
fithren. Bei den im Karosseriebau eingesetzten Blechwerkstoffen geht man im
Allgemeinen von einem (vorwiegend) duktilen Versagensverhalten aus. Daher
wird hier néher auf die Konzepte und Modelle zur Beschreibung dieses duktilen
Versagensverhaltens eingegangen.

2.2.1. Duktilbruch

Der Duktilbruch basiert auf einer plastischen Verformung des Werkstoffs, die
durch die Wirkung von Materialinhomogenitéten zu einer irreversiblen Schédi-
gung fiihrt. Wie in Abb. 2.1 dargestellt, 1lauft dieser Prozess in mehreren Phasen
ab.

b4t t t ! b4

. . ®
< Lo .+<_@®®® . <_OOOOO_>

i . o © ., 0
© QQQ OO@@O'>

by oo PV

(a) Einschliisse in der (b) Entstehung von Poren  (c¢) Wachstum von Poren
duktilen Matrix

f** b R
@)

00 0
00" 0500 ~ 550
+++ vy oy vy oy

(d) Dehnungslokalisierung  (e) Einschniirung zwischen  (f) Porenvereinigung und
zwischen den Poren den Poren Bruch

A
v
A

Abbildung 2.1.: Phasen des Duktilbruchs, Abbildungen stammen aus [1, S. 224]

In der ersten Phase werden durch eine mehrachsige Zugbeanspruchung an
sproden Einschliissen Poren initiiert, die danach unter steigender Beanspru-
chung weiter wachsen. Durch das Wachstum werden die Abstéinde zwischen
den Poren zunehmend geringer und es kommt zu einer Lokalisierung der Deh-
nungen. Diese Lokalisierung fiihrt zur Einschniirung und schliefllich zu einer
Vereinigung (Koaleszenz) der Poren und damit zum Bruch des Bauteils. Durch
diesen Prozess entstehen die typischen rauen wabenartigen Strukturen in der
der Bruchfliche, wie in Abb. 2.2 zu sehen ist.

Fiir die Entwicklung und Auslegung von makroskopischen Bauteilen ist ei-
ne Abbildung dieser mikroskopischen Prozesse in der Simulation nicht direkt
moglich. Zur Beschreibung des Materialversagens gibt es nun zwei unterschied-
liche Ansitze:
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R s

(a) Ausschnitt der Bruchfldche

Abbildung 2.2.: Rasterelektronenaufnahme der Bruchfldche eines hiufig verwende-
ten hoherfesten Karosseriebaustahls des Typs H340LAD (Bezeich-
nung nach DIN/EN)

e Bruchmechanischer Ansatz
e Lokale Versagenshypothesen und Schiadigungsmechanik

Die Bruchmechanik geht von einem bereits existierenden Makroriss aus und
behandelt dann die Frage, ob der Riss bei den gegebenen Bauteil-Randbeding-
ungen weiter wichst. Die Werkzeuge der Bruchmechanik sind Kenngréfien, die
zwar die Beanspruchungen an der Rissspitze charakterisieren, haben aber eher
globalen Charakter. Die tatséchlich ablaufenden mikroskopischen Prozesse wer-
den in der Bruchmechanik nicht beschrieben. Demgegeniiber steht die Schadi-
gungsmechanik, in der das Materialversagen lokal, d.h. in jedem Volumselement
des Bauteils als Folge der durchlaufenen Spannungs- und Dehnungshistorie, be-
schrieben wird.

Da in der industriellen Anwendung das Bauteilversagen derzeit vorrangig mit
Hilfe von Versagenshypothesen und schidigungsmechanischen Modellen simu-
liert wird, werden hier einige der aktuell verwendeten Schidigungsmodelle kurz
umrissen.

2.2.2. Einfache Versagenshypothesen

Das einfachste Kriterium zur Bewertung des Versagensrisikos ist der Vergleich
der auftretenden dquivalenten plastischen Dehnung mit einem maximal vom
Werkstoff ertragbaren Dehnungswert (Bruchdehnung). Bei diesem Kriterium
bleibt allerdings die Art der Deformation unberiicksichtigt, was fiir die meisten
technischen Werkstoffe keine giiltige Annahme darstellt. Die Beriicksichtigung
des Deformationszustandes kann durch die Abhéngigkeit der Bruchdehnung
von der Spannungsmehrachsigkeit beriicksichtigt werden. Die Abhéngigkeit der
Bruchdehnung von der Spannungsmehrachsigkeit erhilt man im Allgemeinen
aus mehreren Versuchen mit spezieller Geometrie unter proportionaler Verfor-
mung, d.h. konstanter Mehrachsigkeit bei der Versuchsfithrung. Da die Defor-
mationspfade im Crash aber vielfach stark nichtproportional verlaufen, besitzt
die experimentell ermittelte Bruchdehnungskurve zur Bewertung der real auf-
tretenden Umformung nur eine eingeschrénkte Giiltigkeit.



14 2. Stand der Technik

2.2.3. Schadigungsmechanik

Schiadigungsmechanische Modelle benutzen innere Variablen, d.h. Feldgrofien,
die den Zustand der Schiddigung im Materialpunkt charakterisieren. Je nach
Werkstoffverhalten kann diese Schidigungsvariable ein skalares Feld (isotropes
Schédigungsverhalten) oder auch ein Vektor- oder Tensorfeld sein (anisotro-
pes Schidigungsverhalten). Die Entwicklung der Schidigungsvariable mit der
Dehnung wird in Form einer Evolutionsgleichung modelliert. Da der Zustand
der Schédigung auch einen Einfluss auf die Fliefeigenschaften des Werkstoffs
hat, geht sie bei einigen Ansétzen in die Flieffliche ein. Bei den Schidigungs-
modellen existieren im Wesentlichen zwei Varianten. Bei der ersten Variante
werden mikromechanische Modellvorstellungen zugrunde gelegt, bei denen die
Schadigungsvariable physikalisch interpretiert werden kann. In vielen Féllen
wird die Schidigung durch die Porositdt, d.h. die Dichte und das Volumen
der Poren, die den effektiv tragenden Querschnitt verringern, charakterisiert.
Als bekanntestes mikromechanisches Schadigungsmodell wird hier das Gurson-
Tvergaard-Needleman-Modell angefiihrt. Die zweite Variante beruht auf einer
rein phédnomenologischen Beschreibung. Einige Vertreter dieser Klasse, die ak-
tuell in der Crash-Simulation eingesetzt werden, sind das Schédigungsmodell
von Johnson-Cook [61], das ESI-Wilkins-Kamoulakos-Modell (EWK) [63], das
Modified Mohr-Coulomb-Versagensmodell (MMC) [6] sowie das Generalized In-
cremental Stress State dependent Model (GISSMO). Diese Modelle werden im
folgenden kurz umrissen. Bezugnehmend auf die Verwendung von Tensorgréfien
in Koordinatenschreibweise gelte in der gesamten Arbeit die Einstein’sche Sum-
menkonvention, d.h. iiber benachbarte gleiche Indizes wird summiert.

Gurson-Tvergaard-Needleman-Modell (GTN)

Das GTN-Modell ist das am weitesten verbreitete mikromechanische Schidi-
gungsmodell. Es besteht in einer Weiterentwicklung des Gurson-Modells [35],
das von einem Porenwachstum in einem starr-idealplastischen Material unter
hoher Mehrachsigkeit n ausgeht. Die Mehrachsigkeit ist durch
Om

n= Pt (2.21)
d.h. dem Verhéltnis der hydrostatischen Spannung oy, = 1/30%; und der Ver-
gleichsspannung nach von Mises oy definiert. In den Vorarbeiten von Rice und
Tracey [98], in denen das Wachstum einer einzelnen sphérischen Pore mit dem
Radius R in einem unendlich ausgedehnten starr-ideal-plastischem Medium mit
der FlieBgrenze oy unter wachsender uniaxialer Zugdehnung €, (Fernfeld) ana-
lytisch untersucht wurde, konnte die folgende Néherung fiir die relative Wachs-
tumsgeschwindigkeit der Pore abgeleitet werden:

: 1
% = aéy exp (20(;:) : (2.22)

Dabei ist oy die Spur des Spannungstensors und « ein dimensionsloser Para-
meter, der in der urspriinglichen Arbeit fiir hohe Mehrachsigkeiten einen Wert
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von 0, 283 einnimmt. Auf Basis dieser Arbeit wurde von Gurson [35] eine Schadi-
gungsvariable in Form der Porositét definiert. Diese Porositét f wird durch den
Volumenbruchteil der sphérischen Probe, bezogen auf ein maximal zuléssiges
Volumen, bei dem Versagen einsetzt, gebildet. Damit erhélt man eine Flie3-
fliche @, in welche die Porositit f gemafl

2

1

® =2 £ 2f cosh <"’“’“> —1-f2 (2.23)
oy 2 oy

eingeht. Unter reiner Druckspannung, d.h. o, = 0, kann das Material flielen,

sofern f > 0 ist. Das Materialversagen tritt ein, wenn f den Wert 1 erreicht.

Fiir die Evolutionsgleichung der Porositéit f wurde von Gurson die Beziehung

f=Q =) e (2.24)
abgeleitet, wobei ¢ die Spur des plastischen Dehnratentensors ist. Im ex-
perimentellen Vergleich zeigte sich, dass dieses Modell in dieser urspriinglichen
Form das Materialverhalten zu optimistisch beurteilt. Griinde dafiir sind die feh-
lende Beriicksichtigung von Porenneubildung, Porenvereinigung sowie auch eine
zu ungenaue Abschitzung der Porenwachstumsgeschwindigkeit. Um eine besse-
re Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen zu erhalten, wurde
von Tvergaard und Needleman [116] eine phédnomenologische Modifikation der
Flielfliche gemaf

2
= U% + 2q1 f« cosh (1612%) —1—qif? (2.25)
oy 27 oy
vorgeschlagen. Die Parameter ¢; und ¢o erlauben eine genauere Beschreibung
der Wachstumsgeschwindigkeit, wie mit Hilfe von einfachen Simulationen ge-
zeigt wurde. Um die Porenkoaleszenz zu beriicksichtigen, tritt an die Stelle der
urspriinglich definierten Porositét f eine effektive Porositét f. der Form

f falls  f < fe
fe = 1 Sk
fe+ o fe e sonst
Ab einer kritischen Porositét f. ist die Schidigungsrate aufgrund der Poren-

koaleszenz erhoht. Wenn f schliefllich den Wert fr erreicht, wird Materialver-
sagen vorhergesagt und die effektive Porositéit nimmt den Wert 1/¢; an.

Die Porenneubildung wird in der Evolutionsgleichung (2.24) durch die fol-
gende Modifikation beriicksichtigt:

f=0=f)éw + A&y (2.26)

Der Proportionalitétsfaktor A beriicksichtigt die Porenneubildung in Form

der Normalverteilung
Jn ( ley — En)
A= exp | —= . 2.27

V2msy P\ 72 Sn (2.27)

Die Porenneubildungsrate streut damit mit der Standardabweichung s, um
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eine Vergleichsdehnung €,. In Summe besitzt das GTN-Modell einen Satz aus
sieben Parametern (q1, q2, fc, fR, fo, €n, Sn), die mit Hilfe entsprechender
Versuche und Simulationen angepasst werden. Durch die Grundannahme eines
kugelférmigen Porenwachstums bildet das GTN-Modell nur das Versagen unter
hoher Mehrachsigkeit korrekt ab. Zur Beschreibung des Versagens bei ande-
ren Werten der Mehrachsigkeit existieren mikromechanische Erweiterungen des
GTN-Modells, die eine gednderte Form des Porenwachstums bei anderen Verfor-
mungszustédnden berticksichtigen (siehe beispielsweise [30]). In der industriellen
Anwendung werden fiir die kleineren Mehrachsigkeiten (d.h. eher schubdomi-
nierten Bereiche) allerdings meist alternative Schidigungsmodelle verwendet,
in welchen die Abhéngigkeit des Schidigungsverhaltens von der Mehrachsigkeit
phédnomenologisch berticksichtigt wird.

Johnson-Cook-Modell (JC)

Ein typischer Vertreter der phénomenologischen Schédigungsmodelle ist das
Modell von Johnson-Cook [61]. Dieses Materialmodell beriicksichtigt den Ein-
fluss von Temperatur und Dehnrate auf die Flie-Vergleichsspannung o, durch
folgende Gleichung:

oy = (A+ Be") (1+ Clné") (1— T . (2.28)

Die Grofle ¢* bezeichnet die dimensionslose, auf eine Referenzdehnrate bezo-
gene, relative Dehnrate und T* die relative Temperatur, gegeben durch T =
(T = Tumgebung)/ (Tschmetz — TUmgebung)- Die Evolution der Schadigung D ist
in diesem Modell als Akkumulation von relativen plastischen Dehnungsinkre-
menten de, bezogen auf eine von der Mehrachsigkeit 17 abhédngigen dquivalenten
Bruchdehnung €; durch

p— [% (2.29)

t €f

gegeben, wobei die Bruchdehnung ¢y mit der Gleichung

€ = (dl + dy exp(dgn)) (1 +dysln é*) (1 — d5T*m) (2.30)

modelliert wird. Die Parameter A, B, C' und d; fiir i = 1..5 werden durch
entsprechende Versuche festgelegt, wobei je nach Anwendung bzw. erwartetem
Einfluss von Temperatur oder Dehnrate auf das Versagensverhalten die ent-
sprechenden Terme in den Gleichungen (2.28) und (2.30) auch vernachlissigt
werden konnen. Fiir die Anwendung des JC-Modells in der Crash-Simulation
wird {iblicherweise der Temperatur-Term nicht beriicksichtigt. Bei Werkstoffen,
die nur eine geringe Dehnratenabhéngigkeit aufweisen, wie beispielsweise die
im Automobilbau eingesetzten Aluminiumlegierungen, wird auch der Dehnra-
tenterm vernachlissigt. Durch diese Vereinfachungen kann sich die Zahl der
Parameter und der benétigten Versuche stark verringern.
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ESI-Wilkins-Kamoulakos-Modell (EWK)

Ein weiteres phanomenologisches Schiadigungsmodell ist das EWK-Modell (ESI-
Wilkins-Kamoulakos [63]). Die Schédigungsentwicklung wird durch eine gewich-
tete Integration der plastischen Vergleichsdehnung gem#f

D= /wlwgdev (2.31)

dargestellt. Der Gewichtungsterm w; beriicksichtigt den Einfluss der hydro-
statischen Zugspannung o, auf das Porenwachstum durch

1 [0
Y 2.32
w <1 n aam> , (2.32)

wobei a = 1/0};, durch die max. hydrostatische Zugspannung definiert ist
und « ein empirischer Modellparameter ist. Der zweite Gewichtungsterm wy ist
gegeben durch

wy = (2 — A)° (2.33)

und berticksichtigt die Asymmetrie der Dehnung durch den Parameter A mit

A = max <€2, 62) , (2.34)
€3 €1

wobei €1 < €3 < €3 die der Gréfe nach geordneten Hauptdehnungen sind und
5 ein weiterer empirischer Modellparameter ist. Durch wo wird die Ausbildung
von Scherbédndern durch Lokalisierung zwischen den Poren und Porenvereini-
gung, wie in Abb. 2.1d bis 2.1f dargestellt, beschrieben. Wenn die Schédigung
D in einem Bereich mit Radius r > r. einen kritischen Wert D, iibersteigt, so
setzt das Materialversagen ein. Die charakteristische Lénge 7., innerhalb derer
D > D. sein muss, hingt vom Gefiige ab und beriicksichtigt die Verteilung der
Finschliisse fiir die Porenbildung im Werkstoff.

Modified Mohr-Coulomb-Modell (MMC)

Aufbauend auf den umfassenden experimentellen und theoretischen Untersu-
chungen des Versagensverhaltens von Aluminium 2024-T351 von Bao und Wierz-
bicki ([7], [8] und [9]) wurde in [6] ein Schédigungsmodell vorgeschlagen, das
sowohl den Einfluss kleiner bzw. negativer Mehrachsigkeiten (Druckbereich) als
auch den Einfluss der dritten Invarianten des Deviators s;; = 04; — omd;; in
Form des sogenannten Lode-Winkel-Parameters @ beriicksichtigt. Dieses Versa-
gensmodell beruht auf einer Anwendung bzw. Erweiterung des Mohr-Coulomb-
schen-Versagensmodells auf duktile Werkstoffe. In seiner urspriinglichen Form
ist dieses Modell spannungsbasiert. Es besagt, dass Bruch eintritt, wenn bei
einem durch die Hauptspannungen o1, 02, 03, definierten Spannungszustand in
einer kritischen Schnittebene, definiert durch den Normalenvektor (vy,va,v3),
die gewichtete Kombination aus Normalspannung o, und Schubspannung 7 der
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Form

(T +cion); =co (2.35)

einen kritischen Wert ¢y erreicht. Die kritische Schnittebene ist dabei die-
jenige, in der die linke Seite von (2.35) maximal wird. Aus dieser Forderung
erhilt man das Versagenskriterium nach Mohr-Coulomb, ausgedriickt in Form
der Hauptspannungen zu

(\/1—}—6%—}—01)0‘1—(\/14-6%—61)0'3:262. (2.36)

Anstelle der Hauptspannungen kann dieses Modell mit Hilfe der Spannungs-
mehrachsigkeit 77 und des Lode-Winkels § umformuliert werden. Diese Parame-
ter erhélt man aus den drei grundlegenden Spannungsinvarianten I, Js und Js,
die gegeben sind durch

1
JQ = isijsij, (237b)
J3 = det (Sij) N (2.370)

wobei s;; der Spannungsdeviator ist. Die Spannungsmehrachsigkeit ist wieder
definiert durch

I

= . 2.38
Wy (2.38)
Mit der Normierung der dritten Invariante £ geméf
3V3 Js

erhilt man den Lode-Winkel 6. Anstelle des Lode-Winkels wird vielfach der
Lode-Winkel-Parameter 6, definiert durch

- 2
0 =1— —arccos , (2.40)
T

verwendet. Durch die Einfiihrung des Lode-Winkels bzw. des Lode-Winkel-
Parameters kann zwischen axialsymmetrischem Zug (f = 1), reinem Schub
(6 = 0) und axialsymmetrischem Druck bzw. dquibiaxialem Zug (§ = —1)
unterschieden werden. Wie in [6] beschrieben, l&sst sich (2.36) mit Einfiihrung

von 7 und @ iiberfithren auf

14:—)’0% cos (%—9)4—61 <U+;Sin<g—9>>]_ . (2.41)

Fiir die Anwendung ist die spannungsbasierte Form des Versagenskriteriums
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nur sehr schlecht geeignet. Dies liegt einerseits daran, dass sich die Spannung
vor allem bei duktilem Materialversagen im Versagensbereich nur gering dndert,
wohingegen die Dehnung eine grofe Anderung durchliuft. Zudem lassen sich die
Spannungskomponenten und damit verbunden die Vergleichsspannung nicht di-
rekt in einem grofleren Bereich messen. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, Glei-
chung (2.41) mit Hilfe eines geeigneten Plastizitéitsmodells in eine dehnungsba-
sierte Form {iberzufiihren. In [5] wird dazu das Verfestigungsgesetzes

oy = Aey [1 = ey (n —10)] [ch + (0" — c§) 7] (2.42)
mit
w1 falls 6 >0
A falls 0 <0

vorgeschlagen. A ist eine Materialkonstante, n ist der Verfestigungsexponent,
und die Parameter ¢, 1., cj, ¢§ beschreiben die Abhéngigkeit von der Mehrach-
sigkeit 7 und vom Lode-Winkel 6. Der Parameter v ist dabei eine Abkiirzung
fiir den vom Lode-Winkel 8 abhéngigen Term

v= (o) 1), (2.43

Man erkennt, dass (2.42) bei geeigneter Wahl der Parameter c,, c¢j und cj
sowohl die von-Mises-FlieBbedingung als auch die Tresca-Fielbedingung als
Grenzfille enthilt. Durch Gleichsetzen von (2.42) und (2.41) und Auflésen nach
der Bruch-Vergleichsspannung e erhélt man

o 7L - (e (30) )

5 _ _ —1/n
1 —;cl cos (067T> +c <77 + %sin <967r>>] } . (2-44)

Insgesamt sind in diesem Modell acht Parameter (A, n, ¢y, 0o, ¢§, ¢, c1,
c2) enthalten, die iiber geeignete Versuche bestimmt werden miissen, wobei
zwei Parameter (c1, co) das Versagensmodell definieren. Die iibrigen Parame-
ter beschreiben das Plastizititsmodell. Durch diese grofle Zahl an Parametern
ist dieses Versagensmodell sehr flexibel und kann das Materialversagen in ei-
nem weiten Bereich unterschiedlicher Verformungszusténde abbilden. Allerdings
bedingt diese grofle Zahl an Parametern auch einen entsprechend hohen Ver-
suchsaufwand zur Kalibrierung des Modells. Beriicksichtigt man die statisti-
schen Streuungen der Versuche, sowie den Chargeneinfluss der Blechwerkstoffe,
so fithrt dies zu einem erheblichen Kosten- und Zeitaufwand, der in vielen Féllen
die praktische Anwendbarkeit einschriankt.

€ = {A[l_cn(n_no)]
c2
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Generalized Incremental Stress State dependent damage Model (GISSMO)

Bei GISSMO handelt es sich um ein sehr flexibles, in LS-DYNA® verfiigbares
phénomenologisches Schiadigungsmodell. Da eine umfassendere Beschreibung
dieses Modells den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde, werden hier nur die
drei wesentlichen Aspekte des Models GISSMO beleuchtet:

1. Durchgéngigkeit in der Beschreibung der Schidigung in der Prozesskette
(Forming to Crash)

2. Flexibilitdt in der Formulierung des Versagensmodells in e¢(n, 0) je nach
Genauigkeitsanforderung, Werkstoffverhalten bzw. Verfiigbarkeit entspre-
chender Versuchsergebnisse

3. Modell zur Beschreibung der Lokalisierung zum Zwecke der Minimierung
der Netzabhéngigkeit im postkritischen Bereich

Eine umfassendere Beschreibung von GISSMO ist in der Dissertation von
Neukamm [83] zu finden. Die in Punkt 1. angefiihrte Beriicksichtigung der Pro-
zesskette in der Schidigungsbewertung legt die Annahme zugrunde, dass ein
Teil der Blechschédigung bereits im Umformprozess in das Bauteil eingebracht
wird und so die Restverformbarkeit im Crash verringert. Da sich die Anfor-
derungen beziiglich Netzgrofle, Plastizitdtsmodell, Bewertung der Umformbar-
keit und Gesamtgrofle des FE-Modells zwischen Umform- und Crash-Simulation
aber stark unterscheiden, ist eine einheitliche FE-Modellierung nicht optimal.
Wie in [84] beschrieben, ist die in der Umformsimulation verwendete Flief-
ortskurve vielfach nicht mit dem in der Crash-Simulation verwendeten Schédi-
gungsmodell ohne Anpassungen kompatibel. So konnen beispielsweise die Dehn-
raten im isochoren anisotropen Materialmodell nach Barlat [11] nicht direkt im
GTN-Schiadigungsmodell verwendet werden. Um diese Inkompatibilitdten zu
vermeiden, wird im GISSMO das Schidigungsmodell vom Plastizitéitsmodell
entkoppelt. Die Schadensakkumulation wird in diesem Modell durch die folgen-
de, einfachere Evolutionsgleichung fiir die Schédigungsvariable D beschrieben:

D= "pi-ing (2.45)
€f

wobei € die Bruchspannung und e die plastische Vergleichsspannung darstel-
len. Mit dem Exponenten n kann die Nichtlinearitét der Schédigungsevolution
abgebildet werden. Fiir n = 1 wiirde diese Evolutionsgleichung mit der Schidi-
gungsakkumulation nach Johnson-Cook identisch sein.

Die in Punkt 2. angesprochene Flexibilitdt des Versagensmodells greift die
bereits im MMC-Modell beschriebene Abhéngigkeit des Materialversagens von
der Mehrachsigkeit 7 und vom Lode-Winkel 8 auf. Wihrend aber in [6] fiir diese
Abhéngigkeit eine Modellgleichung (2.44) verwendet wird, ist in GISSMO die
Abhéngigkeit der Bruchdehnung ef von der Mehrachsigkeit n und vom Lode-
Winkel 6 punktweise mit Hilfe experimenteller Ergebnisse definiert. Zwischen
diesen Punkten findet im GISSMO eine lineare Interpolation statt.
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Punkt 3. beschreibt die Behandlung der Lokalisierung der Dehnungen vor
Eintreten des Duktilbruchs. Die Konzentration der Dehnungen auf einen lo-
kal sehr engen Bereich wird durch entfestigende Prozesse, die zu einer Ein-
schniirung und Rissbildung fithren, verursacht. Diese physikalische Prozesszone
ist bei Crash-Simulationen in der Regel deutlich kleiner als die nominale Ele-
mentgroBe. Das fithrt dazu, dass nach Erreichen der Gleichmafidehnung die Ele-
mentgrofe die weitere Deformation in der Simulation bestimmt. Zur Behebung
dieser unerwiinschten Netzgroflenabhingigkeit wurde in GISSMO die Strate-
gie gewahlt, zuerst den Punkt der beginnenden Lokalisierung vorherzusagen
um nach diesem Punkt Mafinahmen zur Behebung der NetzgroBenabhéngigkeit
(Regularisierung) zu ergreifen. Dazu wird das Mafl der sogenannten Umform-
schwere F' eingefiihrt, fiir das die folgende, der Schidigung analoge Evolutions-
gleichung gilt:

dF = - Fl=1/nge, (2.46)

€loc

€loc 18t dabei die von der Mehrachsigkeit 1 abhéngige Lokalisierungsdehnung
und n ist ein Exponent zur Abbildung des nichtlinearen Verlaufs der Evolution
der plastischen Dehnung e. Wenn F' den Wert 1 erreicht, beginnt der postkri-
tische Bereich und eine beginnende Netzgrofienabhingigkeit ist zu erwarten.
Im né#chsten Schritt wird zur Kompensation der Netzgroflenabhéngigkeit eine
Grofle benotigt, welche die lokale Energiedissipation durch die plastische Defor-
mation bei der Einschniirung und die Bruchenergie widerspiegelt. Im GISSMO
wird dazu die Schidigung D verwendet. Im Konzept der effektiven Spannung
nach Lemaitre [75] verringert die Schidigung D den effektiven resttragenden
Querschnitt, was sich auch auf die Materialtangente, d.h. auf die Steifigkeit
auswirkt, da die effektive Spannung ¢* nur mehr im resttragenden Querschnitt
wirkt und sich die auf die Querschnittsfliche bezogene Spannung o um den
Faktor 1 — D verringert. Da die Kopplung der Steifigkeit mit der Schadigungs-
variable erst bei der Lokalisierung (F' = 1) einsetzt, wird im GISSMO die
Abnahme der Steifigkeit durch den Ausdruck

* D — Dcrit "

gebildet. D, ist die Schiddigung bei Einsetzen der Lokalisierung (F = 1)
und m ist ein Exponent, mit dem die Regularisierung justiert werden kann. Um
auch im makroskopischen Bereich eine vollstdndige Regularisierung zu errei-
chen, ist es sinnvoll, zusétzlich eine Netzgroflenabhingigkeit der Bruchdehnung
er einzufithren. Abschlieflend sei noch erwédhnt, dass sich die Lokalisierung bei
metallischen Werkstoffen hauptséchlich auf zugdominierte Belastungen im Be-
reich 1/3 < n < 2/3 beschrankt. Zur Abgrenzung dieses Bereichs bietet sich in
GISSMO die Moglichkeit, die Regularisierung zusétzlich mit zwei Parametern
SHRF und BIAXF anzupassen.
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2.3. Grenzen der Prognosequalitat

In Abschnitt 2.1 wurde bereits erlidutert, dass die erreichbare Auflésung der
Spannungen und Dehnungen in der expliziten Crash-Simulation aufgrund der
kritischen Integrationsschrittweite limitiert ist. Dies hat weitreichende Konse-
quenzen auf die Vorhersage von Versagensphidnomenen, die einen stark lokali-
sierten Charakter haben.

2.3.1. Lokalisierung der Beanspruchungen

FEine Lokalisierung in einem Deformationsprozess ist dadurch gekennzeichnet,
dass in einem kleinen Gebiet sehr hohe Beanspruchungen auftreten, wahrend
die globale Struktur deutlich weniger beansprucht wird oder die globalen Bean-
spruchungen infolge der lokalen Entlastungsvorgédngen sogar sinken. Im Lokali-
sierungsgebiet treten sehr hohe Gradienten der Beanspruchungen auf, wodurch
die korrekte Pradiktion in diesem Gebiet eine sehr hohe Netzauflosung erfordern
wiirde. Aber selbst bei hoher Netzauflosung kann es in diesen Bereichen zu einer
starken Netzabhingigkeit kommen. Die Ursache fiir diese Netzabhéngigkeit ist
der Mittelungseffekt, den die FE-Diskretisierung mit sich bringt. Wie in [60]
anhand eines eindimensionalen Beispiels gezeigt wird, héngt die Dehnung, die
ein Element in einem Bereich mit grofler Lokalisierung erfihrt, sehr stark von
der Elementgrofie ab. Wahrend ein kleines Element die lokale Dehnung genauer
abbilden kann, wird bei einem groflen Element durch den Mittelungseffekt die
Dehnung oft unterschétzt. Aus diesem Grund versagen in Bereichen mit starker
Lokalisierung kleine Elemente tendenziell zuerst.

2.3.2. Ursachen der Lokalisierung

Die Lokalisierung in Blechbauteilen kann einerseits in homogenen Bereichen der
Struktur infolge materieller Entfestigung bei hohen globalen Dehnungen auftre-
ten. Dies wurde bereits in Abschnitt 2.2.3 néher erlautert. Sie kann aber ande-
rerseits bereits bei deutlich geringeren globalen Dehnungen in Form von Span-
nungskonzentrationen an geometrischen Inhomogenitdten der Struktur oder
durch Dehnungskonzentrationen an materiellen Inhomogenitéten auftreten. Bei-
spiele fiir geometrische Inhomogenitédten im Karosseriebau sind Verbindungs-
techniken (Schweiipunkte, Nietverbindungen, FlieBformschrauben usw.) oder
Bereiche am Bauteilrand, die aufgrund kleiner Radien eine starke Kerbwir-
kung aufweisen. Eine materielle Inhomogenitéit kann beispielsweise durch einen
Wirmeeintrag (z.B. lokale Entfestigungen durch Schweifiprozesse) oder durch
lokal eingebrachte Kaltverfestigung (z.B. bei Stanznietprozessen) im Zuge von
Fiigeprozessen verursacht werden. In allen Féllen fiihrt eine zu grobe Netzdis-
kretisierung zu Problemen bei der Prognose.

2.3.3. Methoden zur Reduktion der Netzabhangigkeit

Zur Vermeidung von unphysikalischen Artefakten existieren mehrere Ansétze,
die hier kurz diskutiert werden:
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e Netzverfeinerung und nichtlokale Schidigungsbewertung

e Beriicksichtigung der NetzgroBenabhingigkeit im Versagensmodell (Re-
gularisierung)

e Versagensbewertung mit Hilfe eines Ersatzmodells zur Beriicksichtigung
von Geometrie- oder Materialinhomogenitéten

Nichtlokale Schadigungsbewertung

Die Verwendung einer nichtlokalen Schidigungsbewertung setzt eine Netzgrofie
voraus, die deutlich unter der Gréfle des lokalisierten Bereichs liegt. Zur Bewer-
tung des Versagensrisikos werden die relevanten lokalen Grofien (z.B. Schidi-
gungsrate D), die in die Schadigungsbewertung einflielen, durch radial ge-
wichtete Mittelwerte ersetzt. Durch diesen Prozess wird der Einfluss von un-
terschiedlichen Elementgroflen kompensiert. Durch die radiale Gewichtungs-
funktion wird jedoch eine neue charakteristische Lange eingefithrt. Damit die
Versagensbewertung mit Hilfe nichtlokaler Gréflen zu korrekten Ergebnissen
fihrt, muss daher diese radiale Gewichtung bereits bei der Parametrierung
der Versagensmodelle beriicksichtigt werden. Fiir die Anwendung in der Crash-
Simulation spielt die nichtlokale Schadigungsbewertung aufgrund der erforder-
lichen Netzfeinheit auf Gesamtfahrzeugebene eine eher untergeordnete Rolle.

Regularisierung

Da jedes Versagensmodell eine inhérente Elementgrofienabhingigkeit besitzt,
muss eine Regularisierung, wie im zweiten Punkt angefiihrt, immer durch-
gefiihrt werden. Dazu werden bei der Erstellung der Materialkarten die Pa-
rametrierungsversuche mit unterschiedlichen Elementgréfien simuliert, um auf
diese Weise die Netzgroflenabhéngigkeit der Parameter des Schiadigungsmodells
im Reverse-Engineering Prozess zu ermitteln. Neben dieser Regularisierung be-
sitzen einige Schédigungsmodelle noch intelligentere Ansétze zur Kompensation
der Netzabhéngigkeit. Ein typisches Beispiel ist das in Abschnitt 2.2.3 beschrie-
bene Schidigungsmodell GISSMO, das ein Modell zur Vorhersage der Lokali-
sierung beinhaltet und die materielle Entfestigung durch eine Verringerung der
Steifigkeit beriicksichtigt (Konzept der effektiven Spannung).

Ersatzmodellierung

Waihrend diese Regularisierungsmafinahmen zu einer Verbesserung der Netz-
groflenabhéngigkeit bei der Prognose des Materialversagens durch Lokalisie-
rung infolge materieller Entfestigung (postkritischer Bereich) fiihren, bleibt ein
grundsétzliches Problem der groben Netzdiskretisierung fiir geometrie- und ma-
terialbedingte Lokalisierung an Inhomogenitéiten bestehen: Lokale Geometrie-
und Materialdetails, die im FE-Modell zu grob abgebildet werden, fithren zu
einer falschen Prognose des Materialversagens, da die Bewertung von Beginn
an auf nicht korrekten Beanspruchungen beruht. Da infolge einer zu groben
Modellierung die real auftretenden Beanspruchungen tendenziell unterschétzt
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werden, ist die Prognose meist nicht konservativ, d.h. viele Bauteile versagen
in der Realitét frither als in der Simulation prognostiziert. Eine Moglichkeit zur
Verbesserung der Prognosequalitéit bietet die Methode der Ersatzmodellierung.
Hier wird das durch lokale Geometrie- oder Materialdetails beeinflusste Versa-
gen experimentell und theoretisch mit Hilfe von analytischen Modellen oder mit
FE-Detailmodellen vorab untersucht. Das Ergebnis dieser Analysen sind Ver-
sagensfliachen im Raum der Haupteinflussparameter (Ersatzmodelle). Wéhrend
der Crashsimulation werden an den kritischen Stellen (Verbindungstechniken,
Kerben usw.) die jeweiligen Haupteinflussparameter ermittelt und mit Hilfe
der Ersatzmodelle bewertet. Typische Haupteinflussparameter sind beispiels-
weise die nominale Spannung auflerhalb des Lokalisierungsbereichs und das lo-
kale Dehnungsmaximum, das mit Hilfe approximierter stetiger Dehnungsfelder
berechnet wird.

Die geometrisch bedingte Unterschéitzung lokal auftretender Beanspruchun-
gen an kritischen Stellen im Bauteil trifft insbesondere auf die Bewertung des
Ausbreitungsrisikos von Rissen zu. Wird ein Riss, wie derzeit {iblich, lediglich
durch eine zusammenhéngende Reihe von geloschten Schalen-Elementen mit
Kantenlédngen im Bereich von 4 mm représentiert, so fithrt die falsche Abbildung
der Rissspitzengeometrie zu einer starken Unterschitzung der Spannungen und
Dehnungen in den Elementen im Bereich der Rissspitze und das Versagen wird
vielfach zu spét prognostiziert. Aus diesem Grund besteht das Ziel dieser Ar-
beit in der Entwicklung bzw. Anwendung alternativer Ansétze zur verbesserten
Prognose der Rissausbreitung in der Crashsimulation.



3. Bruchmechanische Grundlagen

Da die im Rahmen der vorliegenden Arbeit beschriebenen Simulationsmetho-
den auf bruchmechanischen Ansétzen basieren, werden in diesem Kapitel die
wichtigsten Konzepte und Begriffe dieser Disziplin zusammengefasst. Eine um-
fangreichere Einfithrung in die Bruchmechanik findet man beispielsweise in [1],
[34], [67], [36] und [106].

In der klassischen Festigkeitslehre geht man von einem idealen, fehlerfreien
Bauteil aus und ermittelt die durch das Einwirken der duleren Kréfte hervor-
gerufenen Bauteilbeanspruchungen in Form von Spannungen oder Dehnungen.
Diese Beanspruchungen werden mit Hilfe von geeigneten Festigkeitshypothesen
auf eine fiktive Referenzspannung umgerechnet und mit einem materialspezifi-
schen Kennwert verglichen. Der Kennwert charakterisiert den Bruch bzw. den
Funktionsverlust des Bauteils durch eine bleibende Verformung.

Im Gegensatz dazu wird in der Bruchmechanik immer von einem fehlerbe-
hafteten Bauteil ausgegangen. Diese Fehler kénnen in Form von herstellungs-
bedingten Anrissen, Poren oder anderen Materialinhomogenitidten bereits im
Bauteil vorliegen oder auch erst im Betrieb durch duflere Einwirkungen entste-
hen. Mit Hilfe der Bruchmechanik lésst sich dann beurteilen, ob ein vorhande-
ner Riss oder Defekt bei einer gegebenen dufleren Belastung weiter wichst oder
stationér bleibt. Dazu wird eine fiir das jeweilige Werkstoffverhalten geeigne-
te Kenngrofle fiir die Rissspitzenbeanspruchung, die oft auch als risstreibende
Kraft bezeichnet wird, definiert. Die risstreibende Kraft wird dann in einem
Fortschrittskriterium mit einem vom Werkstoff ertragbaren Wert fiir die riss-
treibende Kraft verglichen. Der ertragbare Wert wird auch Risswiderstand oder
Bruchzahigkeit genannt und wird meist durch einen Bauteilversuch an einer
Probe mit definiertem Anriss bestimmt.

Bauteil (G) und
Rissgeometrie (a)
'6(}\ Richtung u. Linge des Risses 2
S %
& 3,
< %,
Bruchkriterium
K(L,G,M,a) > K.(M)
Bauteilbelastung (L) Priifmethode Material (M)
Risstreibende Kraft K -€ > . Risswiderstand K¢

Abbildung 3.1.: Bruchmechanisches Bewertungskonzept
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In Abb. 3.1 ist dieses Bewertungskonzept schematisch dargestellt. Es ist zu
beachten, dass im Gegensatz zur Festigkeitsbewertung eines Bauteils bei der
bruchmechanischen Bewertung die Lange des Risses eine grofie Rolle spielt. Die
risstreibende Kraft K héngt also von der dufleren Last L, der Bauteilgeometrie
G, vom Materialverhalten M sowie von der Rissldnge a ab. Fiir den Risswider-
stand K. wére ein reiner, probenunabhéngiger Werkstoftkennwert wiinschens-
wert. Dies ist leider nur ndherungsweise méglich. Wie in Kapitel 6 noch ausfiihr-
licher beschrieben wird, miissen sowohl fiir die Messung der Kennwerte fiir den
Risswiderstand als auch bei der Verwendung des Rissfortschrittskriteriums im-
mer die entsprechenden Randbedingungen fiir die jeweilige Giiltigkeit eingehal-
ten werden.

3.1. Beschreibung und Einteilung von Bruchvorgangen

Je nach wissenschaftlicher Fragestellung gibt es unterschiedliche Kriterien, nach
denen sich die Bruchvorgénge einteilen lassen. Die wichtigsten zu beriicksichti-
genden Aspekte die dabei beriicksichtigt werden miissen sind:

e Zeitlicher Verlauf der Beanspruchung,
e Verformungs- und Versagensverhalten des Werkstoffs,

e Rissoffnungsmodi.

Die Beanspruchungsart des Bauteils wird durch die zeitliche Entwicklung
der dufleren Bauteillast bestimmt. Finden die Bruchvorgénge durch Einwir-
kung einer konstanten oder nur langsam verénderlichen Last statt (statischer
oder quasistatischer Fall), so spricht man von einem Gewaltbruch. Andert sich
die duflere Last sehr schnell, sodass die Ausbreitung von mechanischen Wellen
im Bauteil nicht mehr vernachléssigt werden kann, so hat diese einen starken
Einfluss auf die Rissausbreitung. In diesem Fall spricht man von dynamischer
Rissausbreitung. Diese Effekte kénnen beispielsweise bei StoB- und Schlagbe-
lastungen auftreten. Fiir viele technische Anwendungen ist die Rissausbreitung
durch zyklische Bauteillasten sehr wichtig. Bei dieser Belastungsart kann das
Risswachstum auch erfolgen, obwohl kritische (statische) Bruchkennwerte noch
nicht erreicht sind. Man spricht bei dieser Belastung von Ermiidungsrisswachs-
tum oder von Schwingbruch. Fiir diese Arbeit sind in erster Linie quasistatische
Bauteillasten relevant, da die lokalen Deformationsgeschwindigkeiten im Crash-
lastfall noch deutlich unter der Schallgeschwindigkeit liegen und man im Crash
von monoton ansteigenden Lasten ausgeht.

Neben der Belastungsart hat das mechanische Verformungs- und Versagens-
verhalten des Werkstoffs einen wesentlichen Einfluss auf die Rissausbreitung.
Man unterscheidet dabei zwischen Sprodbruch, Duktilbruch und Kriechbruch.
Beim Sprodbruch treten keine oder nur sehr kleine plastische Deformationen
vor der Rissspitze auf. Typische Werkstoffe, die dieses Bruchverhalten aufwei-
sen, sind Glas und Keramiken aber auch einige metallische Werkstoffe, wie a-
Eisen, Chrom, Molybdén, Wolfram, ansonsten duktile, metallische Werkstoffe
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bei sehr niedrigen Temperaturen ein Sprodbruchverhalten. Bei den automotiven
Blechwerkstoffen geht man in der Regel von duktilem Bruchverhalten aus, wobei
die Grofe der plastischen Zone stark von der Festigkeit und vom Flielvermégen
des betrachteten Werkstoffs abhéngt.

Ein weiteres wichtiges Einteilungsmerkmal ist die Richtung der Beanspru-
chung an der Rissspitze. Dafiir unterscheidet man die drei in in Abb. 3.2 darge-
stellten grundlegenden Riss6ffnungsmodi.

_—

(a) Model (b) ModeII (c) ModeIII

Abbildung 3.2.: Gundlegende Risséffnungsmodi in der Bruchmechanik

In dieser Arbeit wird vor allem der wichtige Mode I, d.h. die Riss6ffnung unter
dominanter ebener Zugbelastung betrachtet, da von der Annahme ausgegangen
wird, dass sich im Zuge der Rissausbreitung die Rissrichtung immer so dndert,
dass ein Mode I1-Anteil verschwindet. Dies entspricht auch dem Richtungskrite-
rium der maximalen Umlaufspannung [27]. Die Rissausbreitung in hochstfesten
Blechwerkstoffen unter ModeIIl wurde bereits in [39] und [38] umfassend un-
tersucht und lésst sich mit den in dieser Arbeit behandelten Ansétzen nahtlos
kombinieren.

3.2. Linear elastische Bruchmechanik (LEBM)

Eine grofie Rolle bei der Beschreibung von Bruchvorgéingen spielt die Grofie
der sogenannten Bruchprozesszone. Darunter versteht man den Bereich vor der
Rissspitze, in dem durch irreversible mikroskopische Prozesse der Werkstoff
so geschidigt wird, dass es zur Auflosung der Bindungen kommt. Wie bereits
in Kapitel 2 beschrieben, besteht dieser Prozess bei duktilen Metallen in ers-
ter Linie aus Porenbildung, -wachstum und -vereinigung. Die Prozesszone lasst
sich in der Regel nicht mit kontinuumsmechanischen Ansédtzen beschreiben.
Um dennoch die klassische Kontinuumsmechanik auf den Bruchprozess anwen-
den zu koénnen, muss diese Bruchprozessgroflie bezogen auf die geometrischen
Abmessungen des Bauteils vernachlissigbar klein sein, d.h. der Bruchvorgang
muss sehr stark lokalisiert sein. Bei der LEBM wird im gesamten Bauteil linear
elastisches Materialverhalten angenommen, d.h. auch plastische Verformungen
miissen stark auf die Rissspitzenumgebung konzentriert sein.
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3.2.1. Griffith-Kriterium

Eine der ersten Arbeiten, die den Weg zur Bruchmechanik bereiteten, stammt
von Griffith [33]. Die Grundidee besteht in der Anwendung des Energieerhal-
tungssatzes (1. Hauptsatz der Thermodynamik) auf ein Rissproblem.

0o

Abbildung 3.3.: Innenriss in einer unendlich ausgedehnten Platte unter uniaxialer
Zugspannung (Griffith-Riss)

Man betrachte, wie in Abb. 3.3 dargestellt, eine unendlich ausgedehnte Plat-
te der Dicke B mit einem endlichen Innenriss der Linge 2a unter uniaxialer
Zugspannung o, in groem Abstand der Rissspitze (Fernfeld-Spannung). Die
Platte sei diinn, d.h.: B << a. Ein Wachstum der Rissfliche um ein infinitesi-
males Inkrement dA ist mit dem Aufbrechen von Bindungen und der Erzeugung
einer neuen Oberfliche an den Rissflanken verbunden. Die dafiir nétige Ober-
fldchenenergie wird mit W, bezeichnet und wird von der potenziellen Energie
des Korpers II geliefert. Die Energiebilanz bei einem infinitesimalen Risswachs-
tum lautet damit

AWees  dll n dW,

dA — dA  dA

Mit dem Spannungsansatz von Inglis [47] erhélt man fiir diese Risskonfigu-
ration im ebenen Spannungszustand den Ausdruck fiir die potenzielle Energie

= 0. (3.1)

zu

no2.a’B
E )
wobei Il die potenzielle Energie der Platte ohne Riss und E den Elastizitéts-

modul bezeichnen. Mit der spezifischen Oberflichenenergie 75 kann die Energie
zur Erzeugung eines Risses der Lénge 2a in einer Platte der Dicke B mit

=11, - (3.2)

W, = 4aBrys (3.3)

angegeben werden. Einsetzen von (3.2) und (3.3) in (3.1) liefert nach Umfor-
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mung einen Ausdruck fiir die Bruchspannung of geméif

of = <2E%> " (3.4)

ma

Diese Idee von Griffith wurde 1956 von Irwin [48] aufgegriffen und in eine
etwas andere Form gebracht. Dazu definierte er die sogenannte Energiefreiset-
zungsrate G geméf

_di
dA”

Fiir den Griffith-Riss erhélt man fiir die Energiefreisetzungsrate G aus (3.2)
den Ausdruck

G = (3.5)

2
MOS0

E

Erreicht die Energiefreisetzungsrate einen kritischen Wert G, so setzt das
Risswachstum ein. Dieser kritische Wert ergibt sich beim idealen Sprédbruch
nach Griffith zu

G = (3.6)

dW.
und ist ein Maf fiir die Bruchzahigkeit bzw. den Risswiderstand des Werk-
stoffs. Da sich die Energiefreisetzungsrate als Ableitung eines Potentials be-
rechnet und damit physikalisch als Kraft deuten ldsst, wird sie auch vielfach als
risstreibende Kraft bezeichnet.

Mit diesen einfachen Uberlegungen erhilt man somit das grundlegende Riss-
fortschrittskriterium der Bruchmechanik, wonach das Risswachstum einsetzt,
sobald die risstreibende Kraft den Risswiderstand des Werkstoffs erreicht.

3.2.2. K-Konzept

Mit dem Spannungsintensititsfaktor existiert in der LEBM eine zweite Kenn-
grofe, die noch wesentlich weiter verbreitet ist als die Energiefreisetzungsrate.
Diese Kenngrofle leitet sich aus der Analyse der lokalen Spannungen im Bereich
der Rissspitze in einem mechanisch beanspruchten Korper ab. Fiir bestimmte
einfache Konfigurationen mit einem unendlich scharfen Riss existieren fiir ein-
fache Geometrien, wie dem Griffith-Riss, unter homogenen Randbedingungen
analytische Spannungslésungen!, siche beispielsweise [119], [110] und [120]. Die-
se gefundenen Spannungslésungen lassen sich in Polarkoordinatendarstellung in

!Die zur Herleitung dieser Losungen verwendeten Methoden beruhen wie die in Kapitel 4
vorgestellten Ansétze auf der Theorie komplexer Funktionen. Sie unterscheiden sich beim
Innenriss jedoch in den komplexen Potentialen, da die Lésungen fiir den Innenriss auf einer
konformen Abbildung auf eine entartete Ellipse beruhen, bzw. die Airy’sche Spannungs-
funktion verwenden.
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K1 — dominierte Zone

Abbildung 3.4.: Zur Erlduterung der K-dominierten Zone fiir einen Model Riss

der Form

Oij = fU + Z A Tm/zglj (9) (38)

angeben, wobei r den Abstand eines Punktes von der Rissspitze und 6 den
Winkel zur Rissrichtung bezeichnen. Wihrend die Terme hoherer Ordnung von
der Geometrie des Korpers abhéngig sind, enthélt jede Risskonfiguration einen
fithrenden Spannungsterm mit einer 1/4/r Abhéngigkeit. Die Spannungen be-
sitzen somit an der Rissspitze eine Singularitdt, d.h. sie ndhern sich asym-
ptotisch co. Diese Charakteristik existiert fiir alle drei Risséffnungsmodi (siehe
Abb. 3.2), wobei die Konstante k und die dimensionslose Winkelabhéngigkeit f;;
jedoch vom jeweiligen Rissoffnungsmodus abhéngen. Es ist iiblich, die Konstan-
te k mit dem Faktor v/27 zu normieren und den jeweiligen Risséffnungsmodus
als tiefgestellten Index einzufiihren. Die Konstanten K7, Kir und Ky werden
als Spannungsintensitéitsfaktoren fiir die einzelnen Riss6ffnungsmodi bezeichnet
und bestimmen den Verlauf der Spannungen in der Umgebung der Rissspitze
(siche Abb.3.4).

Die Giiltigkeit der Ki-dominierten Zone ist aufgrund der Tatsache, dass kein
Material unendlich hohe Spannungen aushalten kann (bzw. sich plastisch ver-
formt) auch nach innen begrenzt. Sofern jedoch angenommen wird, dass sowohl
die Prozesszone als auch die plastische Zone klein gegeniiber der K-dominierten
Zone sind und somit vernachléssigbaren Einfluss auf die Nahfeldlosung haben,
beschreibt der Spannungsintensititsfaktor den Bruchprozess eindeutig und kann
somit analog zur Energiefreisetzungsrate G in einem Bruchkriterium verwendet
werden. Mit Hilfe der Westergaard’schen Spannungsfunktion [119] erhélt man
fiir den Griffith-Riss der Lénge 2a unter ModeI das Ergebnis

K1 = 0oov/Ta. (3.9)

Kombiniert man (3.9) mit (3.6), so sicht man, dass der Spannungsintensitéts-
faktor K1 mit der Energiefreisetzungsrate G iiber
K2

G=— (3.10)

in eindeutiger Beziehung steht. Streng genommen gilt die LEBM nur fiir ide-
al sprode Korper. Sie lasst sich jedoch, wie bereits angedeutet, auch auf den
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Bereich des sogenannten KleinbereichsflieBens, d.h. auf Risse mit einer kleinen
plastischen Zone vor der Rissspitze anwenden. Fiir diesen Fall existieren Korrek-
turen auf der Basis einfacher Modellvorstellungen fiir die Rissspitzenplastizitét
wie beispielsweise die Risslangenkorrektur nach Irwin [49] oder das Modell der
streifenférmigen Rissspitzenplastizitit (engl. strip yield model) nach Dugdale
[25]. Diese Korrekturen fithren zu einer besseren Abschétzung des effektiven
Spannungsintensitatsfaktors Keg.

3.3. Elastoplastische Bruchmechanik (EPBM)

Bei vielen Werkstoffen gelten die Rahmenbedingung der LEBM nicht mehr,
da es vor Einsetzen des Risswachstums zunéchst zu einer Plastifizierung vor
der Rissspitze kommt, die nicht mehr vernachléssigbar ist. Da ein erheblicher
Teil des elastischen Potentials im Zuge des Rissfortschritts in die Plastifizierung
flieBt, muss diese auch korrekt in den bruchmechanischen Kenngrofien bertick-
sichtigt werden.

3.3.1. J-Integral

Eine grofie Bedeutung innerhalb der EPBM besitzt das sogenannte J-Integral.
Diese Grofle wurde erstmals von Rice [99] vorgeschlagen und ist seitdem eines
der wichtigsten Werkzeuge der Bruchmechanik. Gleichzeitig ist das J-Integral
auch ein Spezialfall der verallgemeinerten Energiebilanzintegrale. Diese ver-
allgemeinerten Energiebilanzintegrale basieren auf den Arbeiten von Eshelby
und werden auch als Konzept der Material- oder Konfigurationskréfte bezeich-
net. Diese Theorie ermoglicht es, die Wechselwirkungen von Defekten (Rissen,
Hohlrdumen und anderen Inhomogenitéiten) untereinander bzw. mit einem inho-
mogenen Medium, wie beispielsweise einem mehrlagig geschichteten Werkstoff
zu untersuchen. Somit besitzt dieses Konzept auch eine hohe Relevanz beim
Design bzw. der Entwicklung neuer Werkstoffe.

Energiefreisetzungsrate im nichtlinear-elastischen Fall

Den Ausgangspunkt fiir die Herleitung des J-Integrals bildet die Definition
der Energiefreisetzungsrate nach Griffith (3.5), wobei zusétzlich die folgenden
Annahmen getroffen werden:

e nichtlinear-elastisches Materialverhalten,
e keine Entlastungsvorgénge,
e keine Volumskrifte,

e ebener Spannungs- oder ebener Dehnungszustand.

Zur Herleitung des J-Integrals betrachte man nun einen Bereich 2 um die
Rissspitze, der von der Kontur I begrenzt ist, wie in Abb. 3.5 dargestellt. Die
auf I" wirkenden Schnittspannungen ¢; = o;;n; sollen bei einem Risswachstum
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Abbildung 3.5.: Zur Definition des J-Integrals

um da konstant bleiben. Das Gebiet 2 wird zusammen mit dem Rissspitzen-
Koordinatensystem (x1,z2) mit der Rissspitze verschoben. Fiir die totale Ab-
leitung einer GroBe nach da, d.h. die Anderung einer GréBe mit dem Risswachs-
tum, gilt:
i) _90) | 9() 9z _ 9() _ 9() (3.11)
da da ox1 aa da 0x1
:—1

Die potenzielle Energie im Gebiet 2 ist gegeben durch:

:/UdQ—/tiuidP, (3.12)
Q r

wobei U die elastische Energiedichte, t; die Schnittspannungen und u; die
Verschiebungen auf der Schnittkurve I' bezeichnen.
Fiir die Energiefreisetzungsrate nach (3.5) erhélt man damit

—@ = i </ tiu;ds — / UdQ)
da

da
au (3.13)
—d) — —dQ Ldr
/ 8:61 / 8 1 ( / * a )
Die partielle Ableitung der elastischen Energiedichte OU/da ergibt
OU _ U deig _ , Oy, (3.14)

da Oe;j Oa Y da
wobei u; ; die partielle Ableitung du;/0x; bezeichnet. Nach Einsetzen von
(3.14) in (3.13) und Anwendung des Gaussschen Integralsatzes auf die Gebiets-

integrale in (3.13) verschwindet der Klammerausdruck und es verbleibt das mit
J bezeichnete Linienintegral

8ui
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Unter den oben angefithrten Bedingungen ist diese Groéfle wegunabhéngig
und beschreibt, wie schon aus der Herleitung zu erkennen ist, die Anderung
der potenziellen Energie mit der Rissverlangerung. Somit erweitert das J die
Energiefreisetzungsrate G fiir den nichtlinear elastischen Fall bzw. auch fiir den
plastischen Fall bis zu dem Punkt, wo eine Entlastung in Form einer abfallenden
Last oder durch Rissfortschritt stattfindet. Ab diesem Punkt verliert J seine
Wegunabhéngigkeit und beschreibt die Rissspitzenbeanspruchung nicht mehr
eindeutig. Eine Erweiterung fiir plastisch verformte Gebiete ist zwar im Rah-
men der inkrementellen Theorie formal moéglich, dieses Integral ist dann jedoch
von der lokalen Verformungsgeschichte der Punkte auf dem Integrationsweg
abhingig und somit nicht mehr wegunabhéngig. Damit biiit es in dieser Form
seine praktische Relevanz ein. Mittlerweile gibt es viele modifizierte Ansétze
fiir Energiebilanzintegrale unter Beriicksichtigung von dynamischen und plasti-
schen Effekten, um die Anwendbarkeit dieser Randintegrale zu erweitern. Eine
Ubersicht findet sich beispielsweise in [79] und [109].

Lokale Bedeutung des J-Integrals

Analog zur LEBM existiert auch noch eine zweite Deutung des J-Integrals.
Dazu werden die Spannungen an der Rissspitze eines Risses in einem nichtli-
near elastischen Material (oder elastoplastischem Material ohne Entfestigung)
untersucht. Die einachsigen Spannungs-Dehnungs-Kurven vieler verfestigender
Werkstoffe lassen sich gut mit dem Ramberg-Osgood-Gesetz,

f:0+a<0>”7 (3.16)

€0 g0 a0

beschreiben. Die Werkstoffgroen o und n (Verfestigungsexponent) werden
durch die Anpassung an FlieBkurven aus geeigneten Zugversuchen gefunden.
Fiir hinreichend kleine Werte von « entspricht g der Spannung und ¢y der zu-
gehorigen Dehnung, bei der Flielen einsetzt. Die beiden Terme auf der rechten
Seite von (3.16) représentieren die linearen und plastischen Anteile der Deh-
nungen. Da im Bereich der Rissspitze die linearen Dehnungen klein gegeniiber
den plastischen Dehnungen sind, kann dieser Anteil vernachléssigt werden. In
den Arbeiten von Rice, Rosengren [101] und Hutchinson [46] wurde das asym-
ptotische Verhalten der Spannungen und Dehnungen im Bereich der Rissspit-
ze fiir diese Naherung untersucht. Die gefundenen Lésungen werden aufgrund
dieser Arbeiten in der Bruchmechanik vielfach als HRR-Feld (Hutchinson-Rice-
Rosengren) bezeichnet. Es wurde gezeigt, dass auch unter der Annahme einer
Verfestigung nach einem Potenzgesetz Singularitdten in den Spannungsfeldern
auftreten. Die Stérke der Singularitdt hidngt hier aber vom Verfestigungsexpo-
nenten n ab. Wihrend im linear elastischen Fall eine 1/4/r-Abhéngigkeit vom
Rissspitzenabstand r auftritt, besitzt das HRR-Feld fiir die Spannungen eine
1/ "/r-Charakteristik. Das J-Integral bestimmt im HRR-Feld die Stérke die-
ser Singularitdt und besitzt damit in der EPBM eine &hnliche Bedeutung wie
der Spannungsintensitiatsfaktor K in der LEBM.



34 3. Bruchmechanische Grundlagen

3.3.2. Rissspitzen6ffnungsverschiebung (CTOD)

Bei Werkstoffen mit duktilem Verhalten tritt durch die plastische Verformung
bei einer Offnung des Anfangsrisses vor Einsetzen des Risswachstums eine Ab-
stumpfung der Rissspitze ein. Wie erstmals von Wells [118] vorgeschlagen, mo-
tiviert dies die Einfithrung der Rissoffnungsverschiebung (engl. Crack Tip Ope-
ning Displacement CTOD) 6; als Ma8 fiir diese Abstumpfung (siehe Abb. 3.6).

Abgestumpfter Riss

Abbildung 3.6.: Zur Definition der Risséffnungsverschiebung &;

Fiir die exakte Definition dieser Kenngrofle gibt es mehrere Varianten, die
beispielsweise in [1], [34], [107], [85] iibersichtlich dargestellt sind. Die jeweilige
Definition ist stark mit der zugrundeliegenden Modellvorstellung fiir die Riss-
spitzenplastizitit verbunden.

Abbildung 3.7.: Riss6ffnungsverschiebung fiir KleinbereichsflieBen nach dem Modell
der Rissléngenkorrektur nach Irwin

Auf Basis der Rissldngenkorrektur nach Irwin [49] l&sst sich, wie in Abb. 3.7
dargestellt, die Rissoffnungsverschiebung d; aus der Rissuferverschiebung u, an
der Position der physikalischen Rissspitze unter Annahme eines ebenen Span-
nungszustandes mit

K2

6 = 2uy = frayIE (3.17)

berechnen. oy ist dabei die FlieBspannung des Werkstoffs. Ahnlich lssst sich
auch fiir das strip yield model nach Dugdale ein eindeutig definierter Wert fiir
die Risséffnungsverschiebung an der physikalischen Rissspitze definieren, wie in
Abb. 3.8 gezeigt wird. Aus der analytischen Losung fiir den Innenriss (Griffith-
Riss) der Lange 2a unter der Annahme einer konstanten rissschliefenden Rand-
spannung in der Hohe der FlieBspannung o ergibt sich diese Risséffnungsver-



3.3 Elastoplastische Bruchmechanik (EPBM) 35

schiebung nach [16] zu

= | -—— 1
) - nsec( > , (3.18)

wobei 0., wieder die homogene uniaxiale Fernfeld-Spannung ist und ein
ebener Spannungszustand angenommen wird. Eine Approximation dieses Aus-
drucks fiir kleine 0 /0y fiihrt zu

K}

1)
t oyE

(3.19)

Q

und unterscheidet sich damit nur geringfiigig von (3.17).

5,,

Abbildung 3.8.: Risséffnungsverschiebung fiir das Modell einer streifenférmigen plas-
tischen Zone (strip yield model)

Eine weitere Definition fiir die Rissoffnungsverschiebung, die auch héufig in
numerischen Analysen mit der FEM verwendet wird, ist in Abb. 3.9 gezeigt.
Diese von Rice [99] vorgeschlagene Definition ermittelt sich aus der Rissspitzen-
offnungsverschiebung der gegeniiberliegenden Schnittpunkte der Rissufer mit
zwel Geraden, die mit der Rissrichtung Winkel von 4+45° einschlielen.

Abbildung 3.9.: Zur Definition der Rissspitzensffnungsverschiebung (CTOD)

Falls die Abstumpfung des Risses in Form eines Halbkreises stattfinden wiirde,
wére die Position in Rissrichtung, an der die Rissspitzenoffnungsverschiebung
gemessen wird, analog zu den oben angefiihrten Definitionen auf der Position
der urspriinglichen (unbelasteten) Rissspitze. Mit dieser Definition ergibt sich
auf Basis des HRR-Feldes ein eindeutiger Zusammenhang zwischen CTOD und
dem J-Integral, wodurch unter den getroffenen Annahmen diese beiden Bruch-
kenngroflen dquivalent sind.
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3.3.3. Rissspitzenoffnungswinkel . und
Rissspitzenoffnungsverschiebung o5

Wie bereits oben erldutert, verliert das J-Integral mit Einsetzen des Risswachs-
tums seine fiir den Bruchvorgang charakteristische Bedeutung. Der Grund dafiir
liegt im Verlust der Wegunabhéngigkeit durch Entlastungsvorginge in Folge des
Risswachstums. Die Rissspitzenoffnungsverschiebung &y unterliegt dieser Ein-
schriankung grundsétzlich nicht. Allerdings muss, wie in Abb. 3.10 illustriert,
zwischen der Rissspitze des laufenden Risses an der Position a und der Risss-
pitze an der Position des Anfangsrisses ag unterschieden werden. Wihrend die
Rissspitze an der Position des Anfangsrisses vor dem Einsetzen des Risswachs-
tums deutlich abstumpft (Rissspitzenoffnungsverschiebung d(ag)), beobachtet
man dieses Abstumpfen an der Spitze des laufenden Risses nur in sehr gerin-
gem Mafle (Rissoffnung d(a)). Daher ist diese Rissoffnung an der Spitze des
laufenden Risses keine geeignete Bruchkenngrofle.

Qg

a

Abbildung 3.10.: Zur Definition der Rissspitzenéffnungsverschiebung Js und des
Rissspitzoffnungswinkels ¥oro 4

In vielen experimentellen und numerischen Untersuchungen (siehe beispiels-
weise [64], [32], [85] wurde beobachtet, dass das stabile Risswachstum in duktilen
Materialien nach der Initiierungsphase durch eine selbstdhnliche Rissspitzen-
geometrie gekennzeichnet ist. Diese Eigenschaft motiviert, den Risscffnungs-
winkel (engl. Crack Tip Opening Angle) Yoroa als Bruchkenngrofe fiir die
stabile Rissausbreitung zu definieren. Die direkte optische Messung von ¥croa
und ebenso die Ermittlung aus der Analyse des Dehnungsfeldes im Rahmen
von bruchmechanischen Versuchen gestaltet sich jedoch sehr aufwindig. Einen
pragmatischen Ansatz zur Ermittlung des Rissspitzentffnungswinkels bietet die
Messung der sogenannten Rissspitzensffnungsverschiebung d5 [107]. Diese Grofie
ist durch die Verschiebung zweier Punkte, die in der Anfangsposition exakt
+2.5mm iiber bzw. unter der Rissspitze liegen, definiert. Die Messung von 05
wéhrend eines bruchmechanischen Versuchs ist technisch wesentlich einfacher
realisierbar und ermdglicht die Berechnung des kritischen Rissoffnungswinkels
aus der Ableitung dieser Kurve im linear ansteigenden Bereich [100], [40] der
05-Aa-R-Kurve:

dos
Yoroa = TAa

a

(3.20)
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3.3.4. Kohéasivzonenmodelle

Bei vielen Bruchvorgéingen ist die plastische Zone auf einem schmalen strei-
fenfémigen Bereich vor der Rissspitze lokalisiert. Dies gilt insbesondere fiir
diinnwandige Blechstrukturen, da die Rissausbreitung (zumindest im Fall des
konstanten Risswachstums) bei vielen metallischen Werkstoffen im Wesentli-
chen durch ein Gleiten in Ebenen unter 45° zur Plattenebene bestimmt wird
und die Zone somit im Bereich der Plattendicke liegt. Beim bereits eingefithrten
Dugdale-Modell [25] wird dieses Phénomen mittels einer virtuellen Verldnge-
rung des Risses durch eine Zone der Linge rp modelliert, in der auf die Ris-
sufer eine rissschlieflende Randspannung in der Hohe der Fliespannung oy
wirkt. Die Lénge rp wird so gewahlt, dass die Spannungs-Singularitéit an der
virtuellen Rissspitze verschwindet. Aufgrund der Annahme einer konstanten
Randspannung gilt diese Modellierung besonders fiir elastisch-ideal-plastisches
Werkstoffverhalten. Das grundlegende Konzept der streifenférmigen plastischen
Zone lasst sich aber auch auf anderes Werkstoffverhalten iibertragen.

OOOO

Abbildung 3.11.: Beschreibung des Duktilbruchs mit Hilfe des Kohésivzonenmodells

Dafiir wird eine rissschlieBende Randkraftdichte 7 als Funktion der Rissufer-
Separation § definiert. Diese Funktion wird auch Kohésivgesetz genannt und
bildet sowohl das elastoplastische als auch das Versagensverhalten des Werk-
stoffs ab. In Abb.3.11 ist am Beispiel des Duktilbruchs die Modellierung des
Rissspitzenverhaltens veranschaulicht. Zu Beginn der Riss6ffnung kommt es an
der Rissspitze zu elastoplastischen Deformationen und zu einer Verfestigung
des Werkstoffs, die in einem ansteigenden Bereich des Koh#sivgesetzes abgebil-
det ist. Mit dem Einsetzen der plastischen Verformung beginnt jedoch auch die
Entstehung, das Wachstum und schliellich die Vereinigung von Poren. Diese
Prozesse fithren zu einer Abnahme des effektiven Querschnitts vor der Riss-
spitze und damit zu einer Entfestigung. Im Kohésivgesetz wird dies durch den
abfallenden Zweig des Randspannungsverlaufs beschrieben. Die spezifische Se-
parationsarbeit ergibt sich aus der Fliche unter dem Kohisivgesetz,

5
G=J= / ds, (3.21)
0

und entspricht der Energiefreisetzungsrate G, bzw. dem J-Integral. Die Lénge
der Kohiésivzone muss, wie beim Dugdale-Modell, so gewéhlt werden, dass die
Spannungssingularitit an der virtuellen Rissspitze verschwindet. In Abb. 3.12
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(c) Bilineares Kohisivgesetz (d) Trapezformiges Kohésivgesetz

Abbildung 3.12.: Beispiele fiir Kohésivgesetze

sind einige Beispiele von hdufig verwendeten Kohésivgesetzen abgebildet. Wie
schon eingangs erwédhnt, bildet die Form des Kohisivgesetzes das Bruchver-
halten des Werkstoffs ab. Wie beispielsweise in [34, S. 156-160] dargestellt,
liegen einigen Kohé&sivgesetzen mikromechische Modellvorstellungen zugrunde,
wéhrend andere rein phdnomenologischen Ursprungs sind. Das in Abb. 3.12a
dargestellte Koh#sivgesetz wird durch die Kohésionskrifte auf Atomebene, die
beim Trennvorgang iiberwunden werden, motiviert und wird besonders fiir
sprode Materialien verwendet. Abb.3.12b entspricht eher einem steifen bzw.
starren Verhalten mit anschlieBender Degradation, wie es beispielsweise beim
Bruch von Gesteinen oder Beton zu finden ist. Die Gesetze in Abb. 3.12¢ und
3.12d sind dagegen einfache Beispiele fiir Kohé&sivgesetze, die fiir den Bruch
duktiler Werkstoffe verwendet werden kénnen.

Ein grofier Vorteil der Kohésivzonenmodelle liegt in der Einfachheit der An-
wendung in der numerischen FE-Simulation. Da die plastischen Verformun-
gen und die Bruchprozesse durch die Randspannungsverldufe auf den virtuell
verldngerten Rissufern abgebildet werden, kann das Materialverhalten linear-
elastisch beschrieben werden. Fiir die Koh&sivzone kommen bei der klassischen
FEM eigene Kohiésivzonenelemente zum Einsatz, die entlang der erwarteten
Rissausbreitung zwischen den Schalen- oder Volumselementen liegen und im un-
deformierten Zustand keine Ausdehnung besitzen. Diese Elemente {ibertragen
geméf zugrundeliegendem Kohisivgesetz die Krifte zwischen den Rissufern in
der Kohésivzone. Der Nachteil dieser Modellierungsvariante besteht in der star-
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ken Netzabhéngigkeit, da die Genauigkeit der Rissspitzenoffnungsverschiebung
durch die Diskretisierung mafigeblich beeinflusst wird. Auflerdem muss entwe-
der der Risspfad schon a priori bekannt sein, um die Kohésivelemente entlang
der entsprechenden Elementkanten zwischen die Elemente zu setzen, oder man
platziert die Kohésivelemente in einem grofleren, risskritischen Bereich des FE-
Netzes zwischen allen Elementkanten. In diesem Fall kann es aber insbesondere
bei Kohésivgesetzen mit einem bei 0 beginnenden ansteigenden Bereich zu einer
kiinstlich eingebrachten Absenkung der Steifigkeit in der modellierten Struktur
kommen. In dieser Arbeit wird daher ein Ansatz verfolgt, der auf analytischen,
mit dem Kohésivgesetz vertriglichen Losungen fiir die Spannungen und Deh-
nungen beruht und die Kohé&sivzone innerhalb eines speziellen Elements abbil-
den kann.






4. Konstruktion analytischer
Rissspitzenfelder

In diesem Kapitel werden die mathematischen Ansétze fiir die mechanischen
Rissspitzenfelder auf Basis der klassischen ebenen Elastizitédtstheorie herge-
leitet. Da das Ziel dieser Arbeit in der Beschreibung der Rissausbreitung in
diinnen Blechen besteht, werden die Betrachtungen auf diinnwandige Korper
und das Vorliegen eines ebenen Spannungszustandes eingeschriankt. Basierend
auf den ersten Arbeiten von Goursat [31] und Kolosov [69] und den Erweite-
rungen von Muskelishvili [81] kann das Problem der zweidimensionalen Elas-
tizitdt sehr elegant und kompakt mit Hilfe der Theorie komplexer Funktio-
nen behandelt werden. Ein guter Uberblick dazu findet sich beispielsweise in
[81], [26] und [102]. Nach einer kurzen Einfiihrung werden in dieser Arbeit
Losungsansitze fiir zweidimensionale Rissprobleme erarbeitet. Dabei wird eine
durchgéngige Strategie zur Konstruktion von Lésungen fiir ebene Rissprobleme
unter Beriicksichtigung einer streifenférmigen plastischen Zone vor der physika-
lischen Rissspitze (Kohésivzonenmodell) skizziert und die Rissspitzenfelder fiir
einfache Kohé#sivgesetze hergeleitet. Die so konstruierten Funktionen sind exak-
te Losungen der zugrunde liegenden Differentialgleichung sowie der Neumann-
Teilrandbedingung an den Rissufern. Die Losungsfolgen mit ihren zugehotrigen
freien Koeffizienten konnen daraufhin, wie im néchsten Kapitel beschrieben,
mit der konventionellen Finite Elemente Methode iiber verschiedene Methoden
gekoppelt oder in einer mitlaufenden Postprocessing-Routine zur Bewertung
des Rissausbreitungsrisikos verwendet werden.

4.1. Ebene Elastizitatstheorie

Wie in Abb. 4.1 dargestellt, wird im Folgenden ein ebener homogener isotro-
per elastischer Korper mit konstanter Dicke ¢ angenommen, wobei ¢ sehr viel
kleiner als die anderen Ausdehnungen des Korpers sei. Das Losungsgebiet, d.h.
die Menge aller Referenzkoordinaten der Materialpunkte des Korpers wird mit
Q) bezeichnet. Vereinfachend wird angenommen, dass 2 ein einfach zusam-
menhingendes Losungsgebiet darstellt. Diese Vereinfachung wird eingefiihrt,
da in dieser Arbeit nur einseitig offene Risse und keine Ldsungsgebiete mit
Lochern oder Innenrissen behandelt werden®. Der Korper ist an einem Teilrand
T'g iiber eine Dirichlet-Randbedingung eingespannt, wéhrend auf dem iibrigen
Rand I'; eine Neumann-Randbedingung wirkt.

!Die Theorie ldsst sich auch fiir Lésungsgebiete, die nicht einfach zusammenhéngend sind, an-
wenden. In diesem Fall miissen jedoch mogliche Polstellen in den nicht zum Losungsgebiet
gehorenden eingeschlossenen Gebieten beriicksichtigt werden.
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x3

Lo .
U; = Uy

Abbildung 4.1.: Zweidimensionaler elastischer Ko&rper im ebenen Spannungszu-
stand (Losungsgebiet ). Die Dirichlet-Randbedingung auf I'y und
Neumann-Randbedingung auf I'; wirken nur in der Ebene, d.h. die
Komponenten in z3-Richtung verschwinden.

4.1.1. Die Navier-Cauchysche Differentialgleichung

Zur Definition der Dehnung gehen wir von kleinen Verformungen aus, d.h. es
wird angenommen, dass ein Materialpunkt des Koérpers mit der Position z;
(4,7 = 1,2) in kartesischen Koordinaten nur infinitesimale Verschiebungen u;
erfahrt. Die Dehnung €;; ist dann definiert durch

1 6u1 a’LL]'
i = = . 4.1
6” 2 <6£L‘j + 8.7}1 ( )
Als Materialgesetz gelte das verallgemeinerte Hooke’sche Gesetz, das fiir iso-
trope Materialien in der Schreibweise mit den Lamé-Konstanten p und A durch

Oij = 2,ueij + )\&-jekk (4.2)

gegeben ist, wobei §;; das Kronecker delta mit d;; = 0 fiir ¢ # j und d6;; = 1
fir ¢ = j darstellt. Es gelte die Einstein’sche Summenkonvention, d.h. iiber
benachbarte gleiche Indizes ist zu summieren.

Der Korper befindet sich im mechanischen Gleichgewicht, sofern die Summe

der Kréfte fiir jedes durch die Fléache 't eingeschlossene Volumen {21 im Inneren
des Korpers verschwindet, d.h.:

/ aijndeT +/ pi)idQT =0, (4.3)

Ip Qr

wobei p die Massendichte und Z;Z-, die auf den Korper wirkende duflere Kraftdich-
te darstellen. Durch Anwendung des Gaufi’schen Integralsatzes und aufgrund
der Beliebigkeit des Teilgebietes 2; erhélt man die Gleichgewichtsbeziehung

0o

8xj

+ pb; = 0. (4.4)

Die Kombination der kinematischen Beziehung (4.1) mit dem Materialgesetz
(4.2) und der Gleichgewichtsbeziehung (4.4) fithrt schliefllich zu den Navier-
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Cauchy-Gleichungen

2 2

0 Uy 0 Uj 2
(A+p) 92,01, + a22 + pb; = 0. (4.5)

Diese Gleichungen bilden die Grundlage der linearen Elastizitit. Gemeinsam
mit den Randbedingungen

U; = fLi auf Fo , (4.6&)
Oijn; = ’f'i auf Fl, (4.6b>

wie exemplarisch in Abb.4.1 dargestellt, bilden sie ein ebenes elastisches
Randwertproblem. Dabei ist @; eine vorgegebene Randverschiebung und 7; eine
von auflen aufgeprigte Randspannung.

4.1.2. Komplexe Darstellung

Fiir die weitere mathematische Behandlung wird fiir (4.5) nun die komplexe
Darstellung eingefiihrt, wobei ab nun die kartesischen Koordinaten x; und xo
mit x und y bezeichnet werden. Die Positionen der Massenpunkte werden durch
die komplexe Variable z und die zugehorige konjugiert komplexe Variable z
geméf

z=x+1y,
: Y (4.7)
Z=x—1y
reprasentiert. Analog wird mit
q=uz+iuy (4.8)
eine komplexe Verschiebungsgrofie ¢ und mit
b=b, +ib, (4.9)

eine komplexe Volumskraft b definiert. Mit der Einfiihrung der partiellen
Differentialoperatoren (Wirtinger-Operatoren)

0 1/0 .0
9z 2 <0x - 8y> ’ (4.102)
0 1/0 .0
9z~ 2 (az T 8y> (4.10)

erhélt man die folgende komplexe Darstellung der Navier-Cauchy’schen Dif-
ferentialgleichung

0 (dq 0q 0%q B
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Falls sich die Volumskraft b als Ableitung eines reellen Potentials darstellen
ldsst oder, wie hier angenommen, auf ) identisch verschwindet, kann die parti-
elle Ableitung nach Zz auf der linken Seite von (4.11) herausgezogen werden und
es ergibt sich

dg  Oq dq
[2 A+ ) <8z + 62) + 4”82} = 0. (4.12)

~

Das Verschwinden der Ableitung 96’ /0z bedeutet, dass 6’ auf dem Definiti-
onsbereich 2 eine holomorphe Funktion ist. Durch Auflgsen von (4.12) in Real-
und Imaginérteil gemif

Sl

4(\+ 2u) m(gZ) - %(9'(2) +@(z)) (4.13a)
4@(%) - 2%,(0'(2) ~7(2) (4.13b)

erhilt man die explizite Darstellung der Differentialgleichung

8u (A +2p) gz =(A+3u)0(2) — (A +p) 0(2). (4.14)

Da 0q/0z ein linearer Differentialoperator ist, besteht die allgemeine Losung
fiir ¢ der Gl. (4.14) aus der Summe aller homogenen und einer partikuldren
Losung, d.h.:

q = gqnh + qp- (415)

Aus 9qn/0z = 0 folgt 0g,/0Z = 0, was bedeutet, dass die konjugiert kom-
plexe homogene Losung g, durch eine weitere beliebige holomorphe Funktion
w(z) représentiert werden kann. Zur Bestimmung der partikuldren Losung kann
(4.14) einfach integriert werden und fithrt nach einer Umformung zu

A3 Adu =
gy = ———F () — —2TE_Gi(2). 4.1
Mit den Substitutionen
At
¢(2) = me(z)a (4.17a)
Y (z) =2uw(z) und (4.17b)
A+ 3u
= 4.1
h= . (4.17¢)

erhalt man schliellich die folgende sehr kompakte Form der allgemeinen
Losung der Navier-Cauchy Gleichung in komplexer Darstellung

201 = K (2) — 27 (2) = 6 (2). (4.18)

Um auch Loésungen fiir die Spannungen angeben zu kénnen, kombiniert man
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(4.1) mit (4.2) und erhélt mit den komplexen Differentialoperatoren in (4.10)
und den oben eingefiihrten komplexen Potentialen ¢ und 1 die folgenden, zuerst
von Kolosov [69] eingefithrten Beziehungen

1 dq . Oq -
o =g (Opx + Oyy) = (A4 1) (63 + 8;]) =¢'(2) + ¢ (2), (4.19a)
0 _
04 =5 o4y~ O2e) — iy = st = 57(2) + F(2) (4.190)

Aus diesen Gleichungen kénnen alle Komponenten des Spannungstensors be-
rechnet werden. Insbesondere ergibt sich aus den Gréflen o, und o4 die auf ein
infinitesimales Linienelement mit dem Normalenvektor n wirkende Randkraft

T = opn + oqn. (4.20)

Damit wurde gezeigt, dass sich die Losung des Problems der Elastizitat in
der Ebene auf das Auffinden zweier holomorpher Potentiale ¢(z) und v(z2)
zuriickfithren liasst. Sind diese Potentiale festgelegt, so konnen die Verschiebun-
gen und Spannungen in jedem Punkt des Korpers aus den Potentialen und ihren
Ableitungen geméf (4.18) und (4.19) berechnet werden. Unter der bereits vor-
hin getroffenen Annahme, dass das Losungsgebiet einfach zusammenhingend
ist und keine Locher oder sonstige innere Berandungen enthélt, sind die beiden
Potentiale auf €2 eindeutig und kénnen durch Laurent-Reihen mit ausschliellich
positiven Exponenten, d.h. durch Potenzreihen der Form

B(z) =D An2", (4.21a)
n=0

Y(z) =Y Bpa", (4.21D)
n=0

dargestellt werden. Ohne weitere Einschrénkung durch Randbedingungen
wiirden beliebige komplexe Koeffizienten A, und B, zu Potentialen fiihren,
die iiber (4.18) und (4.19) mit der Navier-Cauchy’schen Differentialgleichung
vertréglich sind. Erst durch die Randbedingungen werden die Koeffizienten fest-
gelegt und fithren zu einer eindeutigen Losung des ebenen Randwertproblems.
Je nach vorliegender Geometrie des Losungsgebietes kann sich die Beriicksichti-
gung der Randbedingung als sehr schwierig gestalten. Bevor im néchsten Schritt
die Randbedingung in den Potentialen fiir ein konkretes Rissproblem beriick-
sichtigt wird, wird noch eine Vereinfachung eingefiihrt. Dazu betrachte man die
Kraft, die auf ein Liniensegment ds im elastisch verformten Korper wirkt. An
einem infinitesimalen Dreieck mit den Seiten dx, dy und ds gilt fiir die auf ds
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wirkende Kraftdichte 7 die Gleichung

4 dy dv dy dx
T:Tm+27_y20mm£_amy£+z Taygs ~ O
. dy , da 4.22
= (0zz +i04y) Y (0yy —i0wy) ——. (422
~—_——— dS ——— dS
P CL 4G+ + 0

Nach Substituieren der Spannungsterme durch die elastischen Potentiale, an-
schlieBender Umformung und Herausziehen der Ableitung d/ds, erhilt man fiir
die Kraftdichte

r =it (92) + 29(2) + () (423)

Die Kraft fg auf ein Liniensegment S zwischen den Punkten zy und z; ergibt
sich damit sehr einfach durch Integration zu

fs = =i [$(2) + 2/ (2) + ()], (4.24)

Aufgrund der kompakten Form und der Eigenschaft, dass nur eine Ableitung
erster Ordnung in den Potentialtermen auftritt, wird diese Gleichung bevor-
zugt zur Beriicksichtigung von Kraft-Randbedingungen verwendet. Im néchs-
ten Abschnitt wird gezeigt, wie sich die Randbedingungen zur Festlegung der
Potentiale anhand eines einseitig offenen Rissproblems berticksichtigen lassen.

4.2. Rissspitzenmodelle

Wir betrachten nun ein co-grofies Losungsgebiet €2, das einen Riss auf der ne-
gativen reellen Achse und der Rissspitze im Koordinatenursprung enthélt. Als
Randbedingung dieses Problems wird nur die Kréftefreiheit an den Rissufern
beriicksichtigt. Die Spannungen in unendlichem Abstand von der Rissspitze
bleiben vorerst unberiicksichtigt. Eine Moglichkeit, Geometrien in der komple-
xen Ebene zu vereinfachen, bietet die Methode der Konformen Abbildungen.
Eine gute Einfithrung in diese Theorie findet man beispielsweise in [103], [23]
und [28]. Wie in Abb. 4.2 gezeigt, lisst sich mit Hilfe der Abbildung

f(¢)==¢ (4.25)

die Rissgeometrie aus der oberen Halbebene erzeugen. Zur klaren Unterschei-
dung wird die Ebene, die das Losungsgebiet {2 mit der physikalischen Rissgeo-
metrie enthélt, mit z—Ebene und diejenige, in der das vereinfachte Losungsge-
biet Q7 liegt, mit (-Ebene bezeichnet. Die Rissufer werden durch die konforme
Abbildung f(¢) von der gesamten reellen {-Achse in der (-Ebene auf die nega-
tive x-Achse in der z-Ebene abgebildet. Mit Einfiihrung dieser Abbildung wird
das Problem nun in die obere Halbebene verlagert, in der am Rissufer wirkende
Krifte bzw. Kraftdichteverldufe leichter zu beriicksichtigen sind, da die im ur-
spriinglichen physikalischen Raum infinitesimal aneinander liegenden Rissufer
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z-Ebene
Y

Abbildung 4.2.: Erzeugung einer halbseitig offenen Rissgeometrie in der komplexen
z-Ebene durch Faltung mit Hilfe einer konformen Abbildung f({) =
—(? aus der oberen Halbebene.

in der (-Ebene die reelle Achse bilden und klar getrennt sind. Durch Einfithrung
der konformen Abbildung in den Verschiebungs- und Spannungslésungen in
(4.18) und (4.19) in der ¢-Ebene erhélt man fiir die Verschiebungslésung in der
(-Ebene

2uq(€) = ro(¢) — L9300 ~B(c), (4.26)

f(Q)

und fiir die Spannungslésungen die Gleichungen

S S (S (9] 127a
00 = L (0 — 002) — iy = £(0) (?ﬁ @ _ 1) <2><c>) 2O am)
2 FO?2 F(0? )

wobei der Uberpunkt die komplexe Ableitung nach der Variable ¢ bezeichnet.

4.2.1. Linear-elastisches Rissmodell

Zur Konstruktion von Loésungen kénnen in der oberen (-Halbebene fiir die
Potentiale die Potenzreihenanséitze gemifi (4.21) verwendet werden, da das
Losungsgebiet einfach zusammenhéingend ist und keinerlei Locher oder Polstel-
len enthélt. Die Randbedingung der Kréftefreiheit am Rissufer wird {iber das
Verschwinden der Kraft auf ein Liniensegment, wie in (4.24) angegeben, auf der
reellen £-Achse beriicksichtigt, d.h. es gilt

o+ 193 13 =0, (4.28)

f€)
wobei £ € [£1,&2] € R. Zum Auffinden eines Ansatzes fiir die Funktion ¢((),
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der die obige Gleichung in [£7, £»] auf der reellen Achse erfiillt, wird fiir ¢(¢) und
f(¢) das Schwarz’sche Spiegelungsprinzip verwendet. Auf dieses Prinzip wird an
dieser Stelle nidher eingegangen, da die Erfiillung der Teilrandbedingung (auch
im spéter behandelten inhomogenen Fall) in dieser Arbeit eine zentrale Rolle
spielt. Zuerst wird (4.28) nach () aufgelost und liefert

;c'b €) - (4.29)

Falls die Funktionen ¢(¢) und f(¢) nicht nur im Bereich 27, sondern auch
in dem an der reellen Achse gespiegelten Losungsbereich 2~ holomorph und
im Intervall [£1, &) eindeutig sind, so sind auch die Funktionen ¢(¢) und f(()
in QT holomorph. Dies folgt direkt aus den Cauchy-Riemannschen Differenti-
algleichungen, wie hier beispielhaft fiir ¢(¢) gezeigt wird. Fiir die holomorphe
Funktion ¢(¢) = u(&,n) +iv(&,n) mit ¢ = £ +in € QF gelten die Cauchy-
Riemannschen Differenzialgleichungen,

Au(&,m) _ dv(&,n)

o o
u(&,m) _ dv(&n)

on o

wobei u,v,§,n € R. Betrachtet man nun den Real- und Imaginérteil der
Funktion ¢((), so ist dieser durch

(4.30)

[ ﬁ(f, 77) = u(§7 _77) )

R[o =:
° ) (4.31)
%[(b = 0(57 77) = _v(é-v _77) )

gegeben, falls der Definitionsbereich von u(§,n) und v(§,n) auf den gespie-

gelten Losungsbereich 7 erweitert wird. Die partiellen Ableitungen von ¢(()
sind dann

ou(g,n) _ ou(é,n)

¢ oc
du(&,n) _ _dul&,n)
on on
0v(&m) _ (&) (4.52)
oc o
9o(&,m) _ Ov(&,n)
on  On

Gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (4.30) auch im er-
weiterten Bereich 7, so folgt wegen (4.32)

ou(&,n)  9v(&,n)
ot —  om 7
ou(&n) 00 n)

on o’

(4.33)
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und damit die Holomorphie von ¢(¢) in Q. Betrachtet man nun den Grenziiber-
gang von ¢(¢) in Richtung der reellen Achse aus der oberen Halbebene,

lim ¢(C) = Jim, (&,m) + 1 lim, o(&,n)

n—0+
= lim u(&,—n) —¢ lim v(§, —n
n—0+ ( ) n—0t ( ) (4.34)
= lim u(&n) —i lim v(&,n)
n—0- n—0-

= u(f, 0) - iv(ﬁ, O) )

so sieht man, dass auf der reellen Achse ¢ = ¢ € R die Funktion ¢(¢) = ¢()
ist, sofern v(§) = 0, d.h. ¢(¢) auf der reellen Achse reellwertig ist. Dieselben
Uberlegungen gelten auch fiir die konforme Abbildung f(¢). Somit lassen sich
in (4.29) die holomorphen Funktionen ¢(¢) und f(¢) durch die entsprechenden
Funktionen ¢(¢) und f(¢) ersetzen und man erhilt den gesuchten Ansatz fiir

$(¢) mit

_ 50 - 19,
v =-0(0) =5 0 (4.35)

Durch Einsetzen von (4.35) in (4.26) erhélt man mit

2uq = k() + 30 — 2L (£(0) - £(©) (4.36)
70

die Verschiebungslésung, die der Neumann-Randbedingung (4.28) geniigt und
nur mehr vom komplexen Potential ¢ und dessen Ableitung abhéngt. Da das
Potential ¢(¢) auf Q" holomorph ist, lisst es sich als Potenzreihe

K
$(0) = Al (4.37)
k=0

darstellen. Setzt man nun (4.37) in Gl. (4.36) ein, so erhélt man die Reihen-
darstellung der Verschiebungslosungen von Gl. (4.12):

K K = K
0 = 5 (ZnAkc’wZAkc’“—WZkAkc’“‘l) (439)
k=0 k=0 k=1

Ebenso erhilt man durch Einsetzen von (4.35) und (4.37) in die Gln. (4.27a)
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und (4.27b) die Losungsfolgen fiir die Spannungsterme:

1 K 1 K k—1
opn = —— Y kAP 4+ — Y KA, (4.39a)
R & g
£(O) -~ £Q) (K A (- k-1>
oq = 2 k(k— 1) A, ¢ = 252 ST kAL
e \& ' o =
! ZK:kA el (4.39)
_ i :
f(€) k=0
Starrkdrpermoden

In der Reihendarstellung, Gl. (4.38), sind auch Terme enthalten, die zu ver-
schwindenden Spannungen bzw. Dehnungen fithren und somit lediglich Frei-
heitsgrade der Starrkorpertranslation und Starrkérperrotation beschreiben. Die
Identifikation dieser Terme ist wichtig, wenn, wie im néchsten Kapitel gezeigt
wird, die Losungsfolgen zur Herleitung der Steifigkeitsmatrix eines hybriden Ele-
ments benutzt werden. Da diese Terme Nullenergiemoden darstellen, fithren sie
bei der Minimierung des elastischen Potentials zum Auftreten einer singulédren
Matrix und miissen daher vorher aus dem obigen Reihenansatz entfernt werden.
Wihrend die Translationsfreiheitsgrade sehr einfach durch die komplexe Kon-
stante Ag in der Gl. (4.38) zu identifizieren sind, ist das Auffinden des rotato-
rischen Freiheitsgrades etwas schwieriger. Analysiert man die Spannungsterme
in den Gln. (4.39a) und (4.39b) und 16st die Gln. nach den Spannungskompo-
nenten o, oy, und o,y auf, so findet man, dass die Invariante im Imaginérteil
des zu As gehorigen Spannungsterms liegt und die zugehorigen Terme aus den
Reihen fiir die Verschiebungen und Spannungen entfernt werden miissen.

Spannungsintensitdtsfaktoren

Betrachtet man die zum Koeffizienten A; gehorigen Spannungsterme unter
Beriicksichtigung der inversen konformen Abbildung ¢ = i+/z, so sieht man,
dass dieser Koeffizient die Stéirke der 1//r-Singularitit bestimmt und mit den
Spannungsintensitétsfaktoren Kj und Kj; geméf

Kr = —V2r3(4y), (4.40a)
K = V21 R(Ay), (4.40D)

in Beziehung steht. In Kapitel 5 werden verschiedene Methoden beschrieben,
wie die Losungsfolgen im Rahmen der Finite Elemente Simulation eingesetzt
werden konnen. Allen Methoden gemein ist, dass die Koeffizienten A; an die
umgebenden Finiten Elemente angepasst werden. Somit kénnen die Spannungs-
intensitatsfaktoren nach dieser Anpassung direkt ausgewertet werden.
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Abbildung 4.3.: Dugdale Model: Durch die konforme Abbildung z = —rp(¢2 — 1)
wird die Rissgeometrie aus der oberen komplexen Halbebene er-
zeugt. Die streifenformige plastische Zone nimmt in der urspriingli-
chen Konfiguration das Intervall (—1,1) auf der reellen Achse ein.

4.2.2. Kohdsivzonenmodell nach Dugdale

Die ersten Ansétze fiir Koh#sivzonenformulierungen gehen zuriick auf Dugdale
und Barenblatt ([25],[10]) und wurden fiir einen inneren Riss in einer unendlich
groflen Scheibe fiir ein nicht verfestigendes Materialverhalten im ebenen Span-
nungszustand formuliert. Das elastisch-plastische Materialverhalten wird durch
eine Uberlagerung der linear-elastischen Losung fiir einen kriftefreien Riss und
einer Losung fiir eine rissschlieBende Randkraftdichte in einer streifenformi-
gen Zone vor der eigentlichen Rissspitze modelliert. Durch diese Modellierung
bleibt das Materialverhalten linear-elastisch und kann mit den Methoden der
ebenen Elastizitdtstheorie behandelt werden. Das Modell wird hier fiir Mixed-
Mode (I und II) verallgemeinert, indem die konstante Randkraftdichte 7p im
Falle einer Mode II-Komponente nicht mehr senkrecht zum Riss steht, d.h. im
Rahmen der komplexen Notation ist 7p € C. Die Lénge der Dugdale-Zone rp
und die Randkraftdichte 7p werden bestimmt, indem gefordert wird, dass die
Spannungssingularitit an z = rp bzw. ( = 0 verschwindet.

Bestimmung der komplexen Potentiale ¢ und v

Zur Konstruktion der analytischen Losung unter Beriicksichtigung einer Kohésiv-
zone wird die konforme Abbildung in (4.25) durch Einfithrung einer charakteris-
tischen Lénge rp der streifenférmigen plastischen Zone (Dugdale-Zone) geméifl

f(Q)=—-rp(¢®-1) (4.41)
modifiziert. Wie in Abb. 4.3 dargestellt, bildet die konforme Abbildung (4.41)

wieder die obere komplexe Halbebene in der (-Ebene auf die gesamte z-Ebene
ab. Die Besonderheit dieser Modifikation besteht darin, dass die Dugdale-Zone
mit der Linge rp auf der reellen z-Achse in der z-Ebene nach Transformation
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iiber die inverse konforme Abbildung ¢ = f~!(z) in der zugehorigen (-Ebene
das Intervall (—1,1) auf der reellen Achse einnimmt. Wie beim kréftefreien
Riss wird wieder die integrierte Randkraft mit fixierter unterer und variabler
oberer Integrationsgrenze als kompaktere Form der Neumann-Randbedingung
[91] gewahlt. Da nun im Intervall (—1,1) auf der -Achse eine Randkraftdichte
7p wirkt, erhélt man als Randbedingung nun

F©OF o = [ Fpf(€) fir ¢ <1
¢<§>+f(§)¢<£>+w<£>—{ 0 i ¢ >1

Setzt man wie beim kriftefreien Riss den Ansatz fiir ¢ (4.35) in (4.42) ein,
so ergibt sich

Mé(@] :{ f(’)Df(f) fiir [¢] <1 . (4.42)
c=¢+

. ~ f
() =9 (C) +—= "
F© fiar |¢] > 1
wobei ¢ = ¢1 den Grenziibergang von ¢ und ¢ in Richtung der reellen ¢é-Achse
aus der oberen bzw. unteren Halbebene bedeutet. Da f(() eine in der gesamten
(-Ebene eindeutige Funktion darstellt und der Ausdruck [f () — f (C )]C:U in
(4.42) verschwindet, erhélt man als Randbedingung die Gleichung

a1 [l fr <1

Es wird nun eine Funktion ¢({) gesucht, die in der oberen Halbebene Q1 der
¢-Ebene holomorph ist. Die Funktion muss zudem im Intervall (—1,1) auf der
reellen &-Achse einen Verzweigungsschnitt aufweisen, um die Randbedingung
(4.43) zu erfiillen. Dazu wird fiir das Potential ¢(() der Ansatz

K 00
k=0 n=0
=:¢n =:¢p

gewihlt, wobei der homogene Teil ¢y, (¢) durch eine Potenzreihe mit komple-
xen Koeflizienten Aj reprasentiert wird. Fiir den inhomogenen Teil wird ein
Reihenansatz mit speziellen Basisfunktionen der Form

W) = (¢—ve-1)" (4.45)

mit komplexen Koeffizienten a,, gewéhlt.

Aufgrund des mehrdeutigen Wurzel-Ausdrucks in (4.45) besteht W, fiir je-
de Ordnung n aus zwei Riemannschen Bléttern, wie exemplarisch in Abb.4.4
fiir die erste Ordnung W dargestellt. Aus diesen Blittern wird jenes Blatt
ausgewihlt, fiir welches W,, — 0 bei |[¢| — co. AuBerdem besitzt jede Ba-
sisfunktion W,, zwei Verzweigungspunkte bei £ = +1. Zur Konstruktion der
inhomogenen Losung wird im Weiteren der Verzweigungsschnitt auf der reellen
Achse gewihlt, der beide Punkte verbindet. Fiir |£| > 1 wird die Randbedin-
gung in (4.43) durch (4.44) mit (4.45) bereits erfiillt. Um die Randbedingung
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Re(WI)

n 0
2 2 3

(a) Realteil von W, (¢) (b) Imaginirteil von W (¢)

Abbildung 4.4.: Real- und Imaginérteile der ersten Ordnung der Funktionenbasis
W, (¢) mit beiden Riemannschen Blittern. Es ist zu erkennen, dass
nur ein Blatt in der komplexen Ebene beschrankt bleibt, wahrend fiir
das andere Blatt sowohl Real- als auch Imaginérteil fiir £, 7 — doo
gegen oo streben. Diese Beschrinktheit auf C ist eine notwendige
Eigenschaft der Basisfunktionen, aufgrund derer nur diese Blitter
zur Approximation der Randbedingungen herangezogen werden.

auch fiir [£] < 1 zu erfiillen, miissen die komplexen Koeffizienten a,, passend
gewihlt werden. Einsetzen von (4.44) in (4.43) liefert im Intervall || < 1 die
Gleichung

[¢p(<) ¢p C e+ = ZQHK z\/@)”_ <§+z\/@)”} .
(4.46)

Im néchsten Schritt wird die reelle Variable £ durch & = cos(y) substituiert
und in (4.43) und (4.46) eingesetzt. Durch Anwenden der Euler-Formel auf
(cos(p) 4+ isin(p))™ = cos(np) + isin(ny)) erhilt man mit

Z ap sin(ny) % prpsin?(p) , (4.47)

die Randbedingung in der neuen Variablen ¢ im Intervall (0, 7). Die linke Seite
von (4.47) ist eine Fourier-Sinus-Reihe, die im Intervall (0, 7) eine vollsténdige
Funktionenbasis bildet. Da die Cosinusfunktion das Intervall (0, 7) bijektiv auf
das Intervall (—1,1) abbildet, ist auch die Funktionenbasis W, (¢) auf der re-
ellen Achse im Intervall (—1, 1) vollstiandig. Mit anderen Worten: jede stetige
Randkraft, die nur im Intervall (—1, 1) auf der reellen Achse ungleich 0 ist, léasst
sich mit Hilfe der Funktionenbasis Wn(g“) beliebig genau approximieren. Auf-
grund der Holomorphie der Basis Wn(C ) ist gleichzeitig gew#hrleistet, dass die
zugehorigen Verschiebungen (4.26) und Spannungen gemé$ (4.27a) und (4.27b)
mit der Navier-Cauchy’schen Differentialgleichung (4.11) vertréglich sind. Zur
Illustration der Approximation der Randbedingung sind Real- und Imaginérteil
der ersten drei Ordnungen der Funktionenbasis Wn(C ) in Abb. 4.5 dargestellt.
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(a) Realteil von W (¢) (b) Imaginiirteil von W (¢)

Im(Wz)

(c) Realteil von W (¢) (d) Imaginiirteil von W (¢)

Im(WS)

0

2 -2 13

(f) Imaginérteil von W3 (¢)

(e) Realteil von W3 (¢)

Abbildung 4.5.: Real- und Imaginérteile der ersten drei Ordnungen der holomorphen
Basisfunktionen W, (¢), wobei ¢ = £ + in das konform abgebildete

Losungsgebiet ist.
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(a) Realteil von ¢y, (¢) (b) Imaginérteil von ¢p (¢)

Abbildung 4.6.: Real- und Imaginérteil des inhomogenen Anteils des Potentials
¢p (¢) zur Befriedigung der konstanten Kraftranddichte am Rissufer
(Dugdale-Modell)

Zur Bestimmung der Koeffizienten a, bildet man das Skalarprodukt von
(4.47) mit der Fourierbasis sin(mg) im Intervall ¢ € (0, ),

nz_:l an, /07r sin(ny) sin(mey) dp = %%DTD /07r sin?(¢p) sin(my) do , (4.48)

TS, _a(-1m-n)

=T
2o m(m2—4)

wobei m € N. Diese Integrale konnen analytisch ausgewertet werden und liefern
die Koeffizienten

am = —— TDTD ..
T 0 fiir geradem

Durch Einsetzen der Koeffizienten (4.49) in (4.44) erhélt man den inhomoge-
nen Teil ¢5(¢) des gesuchten Potentials ¢(¢),

L (g _Jaz 1)”, (4.50)

2o (an? —1)(2n + 3)

. o0
é 41
= ——7DTD
P T

der sich in geschlossener Form geméf

p () = %%Dm (< —2(¢2—1) tanh ™! (g - 1)) : (4.51)

darstellen lasst.

Lange der Dugdale-Zone rp und Richtung der Randkraftdichte 7p

Aus der Forderung, dass die Spannungssingularitit an der Rissspitze durch die
Dugdale-Zone kompensiert werden soll, lasst sich aus dem Verschwinden der
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von Mises-Vergleichsspannung im Grenziibergang £ — 0 die Gleichung

T

™D Ay (4.52)

27p

ableiten. Falls eine reine Mode I Belastung an der Rissspitze vorherrscht, so ist
der Koeflizient A; negativ imagindr. Somit muss die komplexe Randkraftdichte
7p positiv reell sein, damit rp einen positiven reellen Wert erhélt. Im Falle
einer zuséitzlichen Mode II-Komponente miissen 7 und A; einen Winkel von
/2 einschlieBen, damit rp reell wird.

Rissspitzen6ffnungsverschiebung d

Die Rissspitzenoffnungsverschiebung (engl. Crack Tip Opening Displacement)
0 ergibt sich im Rahmen des Dugdale-Modells direkt aus der Rissaufweitung
an der physikalischen Rissspitze bei z = 0. Die zugehorigen Werte bei z = 0 fiir
das obere und untere Rissufer liegen in der (-Ebene bei ( = +1. Somit lésst
sich CTOD aus den Verschiebungen durch

bi=0(z=0)=q(-1)— (1) = = o(-1) ~6(1)]  (4.53)

2p
berechnen.

Rissspitzenoffnungswinkel (CTOA)

In dhnlicher Weise lésst sich auch der Riss6ffnungswinkel aus den analytischen
Verschiebungen berechnen. Wie bei den Untersuchungen am laufenden Riss in
Kapitel 7 noch néher erldautert wird, existieren unterschiedliche Mo6glichkeiten,
den Rissoffnungswinkel bei Vorhandensein einer Kohésivzone zu definieren. Bei
der Vierpunktmethode werden die Rissufer hinter der physikalischen Rissspitze
durch Sekanten, die durch die Verschiebungen an der physikalischen Rissspitze
(¢(z = 0)) und durch die Rissuferverschiebungen ¢(z = —s) im Abstand s hin-
ter der Rissspitze definiert sind, approximiert. Der eingeschlossene Winkel die-
ser Sekanten liefert dann den Rissspitzendffnungswinkel. Unter symmetrischer
Belastung (ModeI) ergibt sich fiir den Risséffnungswinkel nach der Vierpunkt-
methode 9. 4p die Gl
¢(fH(=s) —a(=1)

Yeap = 2arctan , (4.54)
S

wobei angenommen wird, dass die physikalische Rissspitze im Ursprung der
z-Ebene und die zugehorigen Punkte der beiden Rissufer in der (-Ebene bei
¢ = %1 liegen.

4.2.3. Kohdsivzonenmodell mit linearer Entfestigung

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt wurde, ist es moglich mit Hilfe der holo-
morphen Funktionenbasis W, beliebige stetige Randkraftdichteverldufe zu ap-
proximieren. Eine konstante Randkraftdichte stellt dabei den einfachsten Fall
dar und es wurde gezeigt, dass fiir diesen Fall eine exakte geschlossene Losung
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Abbildung 4.7.: Kohésivgesetz mit linearer Entfestigung, ausgehend von einer ma-
ximalen Randkraftdichte 7. nimmt die Randkraftdichte mit zuneh-
mender Rissaufweitung bis zur Dekohérenzldnge d. linear auf 0 ab.

flir die Spannungen und Verschiebungen existiert. In diesem Abschnitt wird
nun das etwas allgemeinere Kohésivzonenmodell mit linearer Entfestigung be-
handelt. Bei diesem Modell ist die rissschlieBende Randkraftdichte 7, wie in
Abb. 4.7 ersichtlich, eine von der Separation der Rissufer é abhéngige Funktion.
In Abhéngigkeit des Fernfeldes, das vorwiegend durch die homogenen Koeffizi-
enten Ay bestimmt ist, stellt sich im Gleichgewichtszustand eine Rissuferver-
schiebung mit zugehoriger Randkraftdichte ein. Im Gegensatz zum vorherigen
Fall ist die Randkraftdichte nicht mehr konstant, und das Auffinden der Koef-
fizienten der inhomogenen Losung gestaltet sich nun etwas aufwendiger.

Abhdngigkeit der Koeffizienten a, von den Koeffizienten A;

Wie oben beschrieben, sind Rissuferverschiebung und Randkraftdichte tiber das
Kohisivgesetz gekoppelt. Auflerdem stehen die mit der Cauchy-Navierschen
Differenzialgleichung vertrédglichen Verschiebungen und Spannungen iiber die
Potentiale ¢(¢) und ¥(¢) in Beziehung. Wie im Folgenden gezeigt wird, lasst
sich damit eine lineare Beziehung zwischen den Koeffizientenvektoren a, und
Ay herleiten. Dazu startet man beim Ansatz fiir das lineare Entfestigungsgesetz,
wobei wie beim vorherigen Ansatz nach Dugdale wieder der allgemeine ebene
Mixed-Mode-Fall betrachtet wird, d.h. 7 € C. Analog zu (4.41) wird wieder die
Kohisivzone auf den Bereich (—1,1) auf der reellen -Achse abgebildet, wobei
zur Unterscheidung mit der konstanten Randkraftdichte des Dugdale-Modells
nun die Liénge der Kohésivzone mit r. bezeichnet wird. Das Kohésivgesetz
lautet damit

7(6(8)) = sgn(§) e — = (=)4() (4.55)

wobei fiir die Konstanten . und 7 gilt, 6. € R und 7 € C. Im reinen Model
ist 7. € R). Die Funktion sgn(¢) gewéhrleistet die zusétzliche Bedingung, dass in
gegeniiberliegenden Punkten in der Kohisivzone entgegengesetzte Kréfte wir-
ken und somit Gleichgewicht herrscht. Das bedeutet, 7.(0(—¢)) = —7.(4(€)), da
auch §(§) in (4.55) schiefsymmetrisch beziiglich £ ist. Mit diesem Kohésivgesetz
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lautet die Randbedingung fiir die Rissufer

sen(e) 1. e Fo(8(6)) fir J¢ <1
S [o-a0] :{ E) r <1 (g

wobei r. € R. Die Rissuferverschiebung ergibt sich aus der Kombination von
(4.26) mit ¥ (¢) aus (4.35) auf der reellen Achse

&) = 5= 0(6). (457)
woraus die Rissaufweitung mit
k+1
6(8) = a(=¢§) —a(§) = 2 [6(=€) — ¢(&)] (4.58)

folgt, wobei im allgemeinen Mixed-Mode Fall 6(§) € C gilt. Mit dem Ansatz fiir
#(C) (4.44) ergibt sich die linke Seite der Randbedingung (4.56) zu

sen(®)
2r.€

60— 0,@]_, =" Y asline] . @s)

n=1

Da das Kohésivgesetz eine schiefsymmetrische Funktion von £ ist, muss auch
die linke Seite eine schiefsymmetrische Funktion von & sein. Damit ergibt sich,
dass in der Summe in (4.59) nur die ungeraden Terme iibrigbleiben,

50 =8, =" S aslina@]. @60

~sgn(§)
2r.€

n=1
n ungerade
wenn man beriicksichtigt, dass der nach auflen gerichtete Normalenvektor am
Rissufer beim Ubergang von negativem zu positivem & auch das Vorzeichen um-
kehrt. Einsetzen von (4.44) und (4.58) in die Gleichungen fiir die linke und rechte
Seite der Randbedingung, (4.60) und (4.55), ergibt nach Zusammenfiihren

Sl SN S[a(e)] = sen(@) e — i ] Z Arg'

e § 1
n ungerade k ungerade
+ Y RO +i Y an %[Wn(g)ﬂ . (4.61)
n=2
n ungerade n gerade

Aus (4.61) folgt zunéchst

an =0, falls n gerade, (4.62)
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und (4.61) reduziert sich zu

K Sinfs@ > @S] =

n=1
n ungerade

— sgn(€) 7o —i rcn+1[ Z ALkt Z an RWa(©)]] - (4.63)

k ungerade n ungerade

Zur Bestimmung der Koeffizienten a, mit ungeradem n wird £ = cos ¢ gesetzt,
und man erh&lt

1 sgn(m — 2p)
Te COS@sing Z ann cos(ng) =

n=1

n odd
1
sgn(m — 2¢) 7¢ :;C K: { Z Ay, cos® p + Z ap, Cos mp)} (4.64)
¢ n=1
k odd n odd

Multiplikation mit (cos ¢ sin ¢) cos me, und anschliefende Integration von ¢ =
0 bis ¢ = 7 liefert ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Koeffi-
zienten a, in Abhéingigkeit von Ay, wobei man die Ordnungen k& > K, n > N
und m > M vernachléssigt,

7 Te K+ 1
= Prntin = Te s — i~ — | B Ak + Quuncn| (4.65)
Tc c M
mit
0 falls n gerade oder m ungerade,
P = b g & & (4.66)
(=1)2 (~1)2 5%~ sonst,
0 falls n gerade oder m ungerade,
an = 2 (n24+m2—4) (4.67)
InZm?— (2 tm?—4)2 sonst,
R 0 falls k gerade oder m ungerade,
mk =\ po k"ot [k 24 (k—20)2—4
2270302 () ooy sz Sonst,
(4.68)
und

1m2 falls m mod 4 =0,
Sm=1< 1 (4.69)
0 sonst.
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Nebenbedingung 1: Verschwinden der Spannungssingularitét

Die Spannungssingularitdt an der Rissspitze verschwindet, wenn die Steigung
der Rissaufweitung an der virtuellen Rissspitze gleich 0 wird, d.h. es muss

3(E=0)=0 (4.70)
werden. Mit (4.58), (4.44) und (4.45) ergibt sich weiter

5(§:O): Hzl[Al_;_ Z (—1)"77171@” =0, (4.71)
n=1
n odd
und somit N
Ar=— Y (D)% na (4.72)

n ungerade

Nebenbedingung 2: Rissaufweitung an der physikalischen Rissspitze gleich
der Dekoharenzlange J,

Fiir den Imaginérteil der Rissaufweitung muss an der physikalischen Rissspitze
bei z = 0 bzw. ( = 1 dem Kohésivgesetz geméf gelten, dass

k+1 K al
S =1 === [ X0 Sl + X Sfanl] =de. (47

Aus den letzten beiden Nebenbedingungen lassen sich Werte fiir 7. (oder )
(€ €) und 4. (€ R) bestimmen.

Losungsstrategie und Diskussion

Aus mathematischer Sicht erhélt man somit das folgende nichtlineare Optimie-
rungsproblem mit zwei Gleichheitsnebenbedingungen und zwei weiteren Un-
gleichheitsnebenbedingungen:

T k+1

) )
min || — Pty + Tc Sm — i — |:RmkAk + anan} , (4.74a)
an,dc,rc || Te 5c
N —1
Ay=— > (-1)'% nay, (4.74b)
n u:nlg:eiade
K+ 1 K N
o=~ [ stad+ Y Sleal| (4.74¢)
kko:dld nnozdld
>0, 7r.>0. (4.74d)

Alle in Kapitel 5 vorgestellten Methoden basieren auf einer Berechnung der
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homogenen Koeffizienten Aj; durch Minimierung eines Funktionals. Im gesam-
ten Ablauf wird somit beim Aufsuchen des Gleichgewichts in jeder Iteration der
Vektor der homogenen Koeffizienten vorgegeben. Durch Losen des in Gl. (4.74a)
bis Gl. (4.74d) angegebenen Optimierungsproblems werden die inhomogenen
Koeffizienten a,, die Lange der Kohésivzone r. und die Rissaufweitung J. er-
mittelt. Bei einer testweisen Behandlung des Problems im Rahmen der Arbeit
wird zur Losung dieses Optimierungsproblems mit Gleichheitsnebenbedingun-
gen das sogenannte Innere-Punkte-Verfahren verwendet. Es zeigt sich, dass es
zwar moglich ist, bei guten Startwerten fiir den Vektor a, eine Losung des
Problems zu finden, diese Losung allerdings mit sehr hohem numerischen Auf-
wand erkauft wird. Da diese Arbeit in erster Linie die gesamte Konzeption
einer anwendbaren Simulationsmethode im Fokus hat, wird die Umsetzung des
Kohisivgesetzes mit linearer Entfestigung hier nicht weiter verfolgt. Die obigen
Betrachtungen koénnen jedoch als Ausgangspunkt fiir weiterfithrende Arbeiten
dienen.






5. Anwendung analytischer
Rissspitzenfelder in der FEM

In diesem Kapitel werden mehrere Methoden zur Integration der analytischen
Rissspitzenfelder in der konventionellen Finite Elemente Methode beschrieben.
Die Auswahl der naher betrachteten Methoden wird dabei unter dem Aspekt
einer moglichen Implementierung in Finite Elemente Crash-Codes getroffen. Im
ersten Schritt werden die verschiedenen Ansétze zur Kombination der analyti-
schen Rissspitzenldsungen mit konventionellen polynomialen Finiten Elementen
theoretisch behandelt. Alle hier beschriebenen Methoden werden gemeinsam
mit den Rissspitzenldsungen prototypisch in Matlab® in einer einfachen im-
pliziten FE-Testumgebung [74] implementiert. Anhand der Ergebnisse an einer
Flachzugprobe mit einseitigem Riss werden die Ergebnisse der jeweiligen Me-
thode fiir einen stationédren Riss verifiziert. Am Ende des Kapitels werden die
unterschiedlichen Methoden zusammenfassend diskutiert und in Hinblick auf
die Anwendung in der Crashsimulation evaluiert.

5.1. Ebenes elastisches Rissproblem

Man betrachte ein allgemeines zweidimensionales Losungsgebiet €2 mit einem
Rand T', das einen scharfen Riss enthélt (siehe Abb.5.2). Auf dem Rand existie-
ren zwei verschiedene Randbedingungen. Der Rand I'g entspricht einer Einspan-
nung auf der eine Dirichlet-Randbedingung herrscht. Auf dem iibrigen dufleren
Rand I'y, der auch die Rissufer inkludiert, wirkt eine Neumann-Randbedingung.
Wie bereits in Abschnitt 4.1 ausgefiihrt, bilden die Navier-Cauchy-Differential-
gleichungen (4.11) gemeinsam mit den entsprechenden Randbedingungen das
Randwertproblem, das mit Hilfe der Finiten Elemente Simulation niherungs-
weise gelost werden soll.

Wie in Abb. 5.1 dargestellt, wird das Losungsgebiet in zwei verschiedene Ge-
biete aufgeteilt, die unterschiedlich behandelt werden. Wéahrend im unkriti-
schen Bereich g ein eher grobes FE-Netz mit Standard-Elementen verwendet
werden kann, kommen im Bereich der Rissspitze die im letzten Kapitel be-
schriebenen analytischen Rissspitzenlosungen zum Einsatz. Durch die erreichte
hohere Auflsung kénnen zur Prognose des Rissausbreitungsrisikos lokale Riss-
fortschrittskriterien verwendet werden. Bevor auf die in dieser Arbeit niher
betrachteten Methoden zur Kopplung dieser Teilgebiete eingegangen wird, soll
noch ein kurzer Abschnitt zur Einfiihrung der verwendeten mathematischen
Methoden vorangestellt werden.
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I

Abbildung 5.1.: Losungsgebiet Q0 mit einer Aufteilung in zwei Teilgebiete Q¢ und
Q. In der Umgebung der Rissspitze 2; werden die analytischen
Risspitzenfelder verwendet. Das {ibrige Gebiet €2y bleibt vom Riss
unbeeinflusst.

5.2. Variationsprinzipien

Die Variationsprinzipien bilden die Basis der ndherungsweisen Losung von Rand-
wertproblemen mit Hilfe der Finite Element Methode (FEM). An die Stelle der
lokalen, punktweisen Beschreibung des physikalischen Systems durch partielle
Differentialgleichungen tritt ein zugeordnetes, auf dem gesamten Losungsgebiet
definiertes Funktional, das fiir die gesuchte Losung der beschriebenen Feldgrofie
stationdr wird. Entsprechend dem grofien praktischen Stellenwert gibt es eine
Vielzahl an Lehrbiichern wie [128], [12], [45], [44], [86], [87] u.v.m, in denen
die Grundlagen der Finite Elemente Methode ausfiihrlich beschrieben werden.
Da fiir die Verwendung von analytischen Rissspitzenfunktionen der klassische
Einfeld-Ansatz fiir Verschiebungselemente mit der potentiellen Energie als zu
minimierendem Funktional aufgrund der Inkompatibilitdt der Rissspitzenlosun-
gen mit den polynomialen Standard-Elementansétzen nicht geeignet ist, wird
hier besonders auf die erweiterten Variationsprinzipien eingegangen, die fiir die-
se inkompatiblen Elemente bené6tigt werden. Der Einfachheit halber wird nur
der statische Fall betrachtet und Volumskréfte bleiben unberiicksichtigt. Die
folgende Betrachtung folgt in groben Teilen [70, S. 156-165] und [89, S. 4-17],
ist jedoch an die hier verwendete Nomenklatur angepasst. Tab. 5.1 liefert eine
Ubersicht der in dieser Arbeit verwendeten Variationsprinzipien.

5.2.1. Prinzip der minimalen potenziellen Energie

Der Startpunkt der Herleitung ist der Arbeitssatz der Mechanik, angewendet
auf einen Korper mit linear-elastischem Materialverhalten. Nach diesem Satz
ist die innere Arbeit eines statisch zuldssigen, d.h. mit den dufleren Kriften
im Gleichgewicht befindlichen Spannungsfelds o;; iiber zugehérige kinematisch
zuléssige Dehnungen ¢;; eines linear-elastischen Korpers, wie in Abb. 5.1 darge-
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Tabelle 5.1.: Einteilung der verwendeten Variationsprinzipien

Konventionelle Erweiterte (hybride)
Variationsprinzipien Variationsprinzipien
Prinzip der minimalen Erweitertes Prinzip der
potenziellen Energie potenziellen Energie

Hp(ul) = Hpe(ui,n,ﬂi)
Kompatible Verschiebungselemente Hybride Verschiebungselemente
Prinzip der minimalen Erweitertes Prinzip der
Komplementéarenergie Komplementéarenergie

Hc(o-ij) = Hce(o-ijaﬂi)
Kompatible Spannungselemente Hybride Spannungselemente

stellt, gleich der Arbeit der dufleren Randspannung 7;, d.h.:

1
Wint = / *O'Z'jeide = / Tiu;dl + / Uijnjﬁidf = Wext - (5.1)
Q 2 Iy To

Durch Einfithrung einer sogenannten virtuellen Verschiebung du; mit folgen-
den Eigenschaften:

e infinitesimal klein,
e kinematisch zuldssig, d.h. du; = 0 auf I'g,

e virtuell, d.h. nicht real existent,

kann (5.1) in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen,

oW = 5VVint - 5Wext = / al-jéeide — / %iduidf = 0, (5.2)
Q I

iibergefiihrt werden. Nach diesem Prinzip ist ein deformierbarer Korper im
Gleichgewicht, wenn die Summe der Arbeit der dufleren Kréfte und der Arbeit
der inneren Krifte fiir eine beliebige kinematisch zuléssige virtuelle Verschie-
bung gleich 0 ist. Dieses Prinzip ist ganz allgemein giiltig und kann auch im
Falle einer Berechnung iiber einzelne Lastschritte bei nichtlinearem Material-
gesetz und groflen Verzerrungen verwendet werden. M6chte man jedoch eine
Variationsformulierung finden, so miissen zusétzlich zwei Bedingungen erfiillt
sein. Erstens miissen die Spannungen als Ableitung einer inneren Verzerrungs-
energie Ul(e;j), d.h. 0, = 0U/0Oe;j, darstellbar sein (was einem hyperelasti-
schen Materialverhalten entspricht). Zweitens miissen die duBeren Kréfte kon-
servativ sein, d.h. aus der Ableitung eines dufleren Potentials gebildet wer-
den. Fordert man zusétzlich noch ausschliellich kleine Verzerrungen, so gilt
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oijdei; = 0i50u; 5 = (0450u;),; —045,;0u; und man erhdlt aus (5.2)

5Hp = / (aijéui),j dQ) — / O'z‘jdéuidﬂ — %iéuidl“ = 0. (53)
Q Q I
Die Anwendung des Gaufy’schen Integralsatzes fiihrt schliellich zum Prinzip
des Minimums der potenziellen Energie

oIl = /(Uz‘j,j5ui)d9 _/ [oijn; — 7] du;dl = 0. (5.4)
Q I

In Worten ausgedriickt besagt dieses Prinzip, dass unter allen kinematisch
zul#ssigen Verschiebungsfeldern, die potenzielle Energie fiir das wahre, mit
dem Gleichgewicht korrespondierende, Verschiebungsfeld minimal wird. Daher
kann die ndherungsweise Losung des mechanischen Randwertproblems auf die
Wahl eines zuléssigen Ansatzes fiir das Verschiebungsfeld mit freien Parametern
zuriickgefiihrt werden, die dann durch Minimierung der potenziellen Energie be-
stimmt werden. Unter der Annahme von linear-elastischem Materialverhalten,
d.h. der Giiltigkeit des verallgemeinerten Hooke’schen Gesetzes

oij = Cijki€rl, (5.5)

besitzt die potentielle Energie die Gestalt

1
I1, :/ *Ez‘jCz’jklfkldQ_ Tiudl. (5.6)
QO 2 I

5.2.2. Erweitertes Prinzip der potenziellen Energie

Unter statisch zuléssigen Verschiebungsfeldern versteht man diejenigen, die mit
den Randbedingungen des Problems vertréglich sind. Im Falle von Verschie-
bungsrandbedingungen, wie auf dem Teilrand 'y in Abb. 5.2 skizziert, bedeutet
das, dass die Variation des Verschiebungsfeldes dort verschwinden muss. Bei
einer Aufteilung des Losungsgebiets in finite Elemente findet sich diese Bedin-
gung in der Forderung nach Stetigkeit der Verschiebungen entlang der Zwi-
schenelementkanten wieder. Falls fiir Teilbereiche speziell angepasste Ansatz-
funktionen verwendet werden, die mit den konventionellen Ansatzfunktionen
nicht kompatibel sind, so muss diese Bedingung an diesen Grenzen fallen gelas-
sen bzw. aufgeweicht werden. Betrachtet man nun ein Element mit speziellen,
nicht kompatiblen Ansatzfunktionen, wie in Abb. 5.2 dargestellt, so kann diese
Aufweichung der Verschiebungsrandbedingung an den Zwischenelementgrenzen
I’y durch folgende Erweiterung im Funktional der potenziellen Energie erreicht
werden

1
Hpe = / 70_Z'j€ide — / f'zuldf‘ — / Ti (uz - 'az) dF7 (57)
Q1 2 I'1 Iy

wobei u; und 7; die mit dem speziellen Element korrespondierenden Verschie-
bungen und Randkraftdichten auf I's darstellen. Das mit den &ufleren, konven-
tionellen Elementen korrespondierende Verschiebungsfeld auf I's wird mit
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bezeichnet. Dieses erweiterte Potential ist die Grundlage zur Verwendung der
nachfolgend eingefithrten hybriden Trefftz-Verschiebungselemente.

5.2.3. Prinzip der minimalen Komplementiarenergie

Aus dem Arbeitssatz der Mechanik (5.1) kann durch Einfithrung einer virtuel-
len Anderung der inneren Spannungen do;; sowie der duleren Randspannungen
07; ein weiteres Variationsprinzip abgeleitet werden. Ahnlich den zuvor ein-
gefithrten virtuellen Verschiebungen miissen auch die virtuellen Spannungen
die Eigenschaften:

e infinitesimal klein,
e statisch zuléssig, d.h. do;;; = 0 und é7; = 0 auf I'y,

e virtuell, d.h. nicht real existent,

besitzen. Wird wieder ein hyperelastisches Materialverhalten angenommen,
d.h. €; = 0U /0o;; und dass die &ueren Randspannungen konservativ sind, so
lasst sich aus (5.1) das Prinzip vom Minimum der Komplementirenergie,

oUu
oI, = / ——00;;dS) — 1;0;dl = 0, (5.8)
o Ooij To
ableiten. Bei linear-elastischem Materialverhalten ist das Funktional der Kom-
plementérenergie gegeben durch

1
HC:L2UijSijklUkldQ—A UiTidru (59)
0

wobei Sijn = C; y ,1[ der Nachgiebigkeitstensor ist. Auf dem Prinzip vom Mi-

nimum der Komplementéirenergie fufit die Finite Elemente Spannungsmethode.

5.2.4. Erweitertes Prinzip der Komplementarenergie

Auch das Prinzip der Komplementéarenergie lasst sich durch einen zuséitzlichen
Term fiir die Verwendung von Elementen mit inkompatiblen Ansatzfunktionen
fiir die Spannungen erweitern

1 ~
e —/ 503 Sijk1okIAS —/ um'dFJr/ u; (1; — 7;) I, (5.10)
Q2 I'o T2

wobei u; und 7; wieder die speziellen Verschiebungs- und Spannungsansétze
auf dem Zwischenelementrahmen I's und 7; die polynomialen Spannungsansétze
der umgebenden konventionellen Elemente bezeichnen.

5.2.5. Funktional des quadratischen Anpassungsfehlers

Wiéhrend die vorhin beschriebenen Variationsprinzipien physikalische Extre-
malprinzipien darstellen, ist es vielfach auch sinnvoll, die Variationsformulie-
rung aus Fehlerfunktionalen abzuleiten. Wie in diesem Kapitel in Abschnitt 5.4



68 5. Anwendung analytischer Rissspitzenfelder in der FEM

noch gezeigt wird, kann bei der Submodelltechnik eine Minimierung von An-
passungsfehlern zu wesentlich besseren Ergebnissen fiithren. Das entsprechende
Funktional, das in dieser Arbeit verwendet wird, beruht auf dem Integral der
quadratischen Abweichung der Randspannungen zwischen dem groben FE-Netz
7; und dem analytischen Ansatz 7; im Submodell entlang einer geeignet gewéhl-
ten Kontur I'y, d.h.:

HAT: 2/ (Ti—%i) (Ti—%i) dr'. (5.11)
Iy
Analog zu den Randspannungen kénnte auch ein entsprechendes Funktional
des quadratischen Fehlers der Verschiebungen minimiert werden und zur For-
mulierung eines hybriden Elements genutzt werden. Dieser Ansatz findet sich
in [90].

5.3. Hybride Trefftz-Methode (HTM)

Neben Ritz und Galerkin gilt Erich Trefftz als einer der Pioniere numerischer
Verfahren zur Loésung von Randwertproblemen die zur spdteren Entwicklung
der Finite Elemente Methode fiihrten. In seiner 1927 erschienenen Veroffentli-
chung ,, Ein Gegenstiick zum Ritzschen Verfahren“[115] wird erstmals die Ver-
wendung von Ansatzfunktionen, die a priori Losungen der zugrundeliegenden
Differentialgleichungen sind, im zugehorigen Variationsproblem vorgeschlagen.
In seiner urspriinglichen Arbeit beschiftigte Trefftz sich mit der Losung ei-
nes Randwertproblems mit der Laplace-Gleichung als zugrundeliegender Diffe-
rentialgleichung. In dieser Arbeit wurde die Aufteilung des Losungsgebiets in
Teilgebiete mit zugeordneten Ansatzfunktionen eingefiihrt. Zur Kopplung der
Teilgebiete schlug Trefftz zusétzliche Ansatzfunktionen entlang der gemeinsa-
men Grenzen vor. Damit wurden bereits in dieser Arbeit wichtige Konzepte, die
wesentlich spéter zur Entwicklung der Finite Elemente Methode fiihrten, vor-
gestellt. Erst mit der Entwicklung moderner Computer konnte jedoch das grofie
Potential dieser Methoden ausgeschopft werden. In [92], [97] und [59] findet sich
ein historischer Abriss zur Entwicklung von Elementformulierungen mit Hilfe
von Funktionssystemen, die homogene Losungen der jeweiligen zugrundeliegen-
den Differentialgleichungen darstellen. Die ersten Anwendungen beschéftigten
sich mit der Kombination der Trefftz’schen Methode mit der Finite Elemente
Methode, siehe beispielsweise [111], [112] und [127]. Mit der Weiterentwicklung
der Methode wurden erstmals auch Techniken zur Beschreibung lokaler geome-
trischer Effekte, wie sie auch in dieser Arbeit behandelt werden, untersucht.
Wichtige Beitrége lieferten hier die Arbeiten von Pian und Tong [114], Jirousek
[53], [54], [58] und Piltner [90], [91]. Ein anderes wichtiges Themengebiet, in
denen die HTM erfolgreich angewendet wird, ist die Theorie der Biegung ebe-
ner Platten [56], [55]. In [38] findet sich ein Ansatz zur Behandlung von Mode
III-Rissproblemen, der im Umfeld der vorliegenden Arbeit entstand und ebenso
wie diese die Anwendung in der Crashsimulation im Fokus hat. Neben der Be-
handlung von Problemen der Elastizitidtstheorie existieren auch Arbeiten zur
Plastizitét, wie beispielsweise [95], [17], [21] und [126]. Dariiber hinaus finden
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sich aber auch viele Anwendungen in anderen physikalischen Disziplinen, wie
beispielsweise der Warmeleitung [57] oder bei Potentialproblemen der Elektro-
statik. Eine gute Ubersicht zum breiten Spektrum der Anwendungen der HTM
bieten die Biicher [68], [76] und [96].

Der wichtigste Vorteil der hybriden Trefftz-Methode gegeniiber anderen hy-
briden Methoden liegt in der Eigenschaft, dass das Volumsintegral im Variati-
onsfunktional verschwindet, wodurch nur mehr die Integration iiber den Rand
beriicksichtigt werden muss. Dies ist leicht zu sehen, wenn man die erste Variati-
on von (5.7) betrachtet, wobei wieder kleine Verzerrungen angenommen werden,
d.h. 0450€;; = 0450u; j = (0450u;),5 —04j,j0u; gelten muss. Die erste Variation des
erweiterten Potentials ist dann gegeben durch

(5Hpe = /(oijéui),j dQ) — / al-j,jéuidﬂ — %iéuidl“ — (57}‘ (’U,Z — ﬁi) dr'.
Q Q I )

=0nach GGW

(5.12)
Da vorausgesetzt wurde, dass die Spannungen o;; bereits exakte Losungen
der zugrundeliegenden Differentialgleichung (in diesem Fall der Gleichgewichts-
beziehung o;;; = 0) sind, verschwindet das zweite Volumsintegral in (5.12).
Wie auch schon zuvor, werden Volumskréfte vernachldssigt. Nach Anwendung
des Gauf’schen Integralsatzes auf das erste Volumsintegral verbleiben nur mehr

Randintegrale in der Variation des erweiterten Potentials:

6Hpe = / (5’[1,, (O’Z'jnj - 7A'1) dl’ — (57’1’ (Uz - ﬂl) dr'. (513)
r )

Somit stellen auch Spannungsfunktionen, die im Inneren des Elementgebiets
Q) singulér sind, kein Problem dar, da nur die Integration iiber den Element-
rand notig ist und diese Funktionen am Rand regulér sind. Dies unterscheidet
die Trefftz-Randelement-Methode auch von der Galerkin-Randelementmethode
auf Basis der Fundamentallosung, bei der singuldre Randintegrale ausgewertet
werden miissen. Durch diese Eigenschaften liefert die HTM auch bei grofien
Elementen eine hohe Genauigkeit bei der Approximation der Spannungen und

Dehnungen im Elementbereich.

5.3.1. Hybride Trefftz-Rissspitzenelemente

Zur Losung des Randwertproblems wird das Losungsgebiet, wie in Abb. 5.2
dargestellt, in zwei Teilgebiete zerlegt, fiir die unterschiedliche Element-Ansétze
gewéhlt werden [72]. Wéhrend fiir den duBeren Bereich Qg eine Modellierung
mit konventionellen Finiten Elementen mit polynomialen Ansatzfunktionen ge-
wéhlt wird, soll der Bereich um die Rissspitze mit Ansatzfunktionen modelliert
werden, die exakte Losungen der Differentialgleichung und der Neumann-Rand-
bedingung am Rissufer sind. Auf die Konstruktion dieser Losungsfolgen fiir
Rissprobleme wurde bereits in Kapitel 4 néher eingegangen.
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Abbildung 5.2.: Losungsgebiet {2 mit einer Unterteilung in zwei Teilgebiete. Die Um-
gebung der Rissspitze {2; wird mit einem speziellen Element und
die iibrige Umgebung mit konventionellen Finiten Elementen mo-
delliert. Am dufleren Rand wird eine Dirichlet-Randbedingung ange-
nommen, wiahrend auf den Rissufern I'; die Lésung einer Neumann-
Randbedingung geniigen muss, die durch die Randkraftdichte 7 vor-
gegeben wird. Der Normalenvektor auf die Rissufer wird mit n und
der Rand zwischen den beiden Losungsgebieten wird mit I'y bezeich-
net.

Kopplung der Lésungsgebiete

Die Kopplung der beiden Teilgebiete 2o und §2; findet iiber einen Verschie-
bungsrahmen I'y entlang der Elementkanten der umgebenden Finiten Elemen-
te statt. Wahrend auf den inneren Elementkanten im Loésungsgebiet Qg C°-
Stetigkeit, d.h. Stetigkeit der Verschiebungen gefordert werden kann, ist es nicht
moglich diese Stetigkeitsforderung am Zwischenelementrand I's zu erfiillen, da
die polynomialen Ansatzfunktionen in €y nicht mit den 7T-vollstandigen Losungs-
folgen in ; kompatibel sind. Wie in Abschnitt 5.2 beschrieben, kénnen die
Losungsansétze jedoch in den beiden Teilgebieten iiber einen zusétzlichen Term
im Potential beriicksichtigt werden. Die Minimierung dieses erweiterten Funk-
tionals liefert, wie im Folgenden gezeigt wird, eine optimale Anpassung der
verschiedenen Ansatzfunktionen entlang des Randes I's. Die komplexe Darstel-
lung des erweiterten Potentials (5.7) lautet

1 _
Mpe _/ (qT+qT)tdI‘—2/ (@7 +q7)tdl'+
. h (5.14)
5| (F@-0+r@-a)tar,
I

wobei t die Dicke der Scheibe, 7 die Randkraftdichte auf dem Rand I'y und ¢
die komplexe Verschiebung der Standard-FE-Formulierung auf I'y bezeichnen.
Um das erweiterte Potential I, in Abhéngigkeit der Koeffizienten Aj zu mini-
mieren, werden die Verschiebungen und die Randkraftdichte in homogene und
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partikulédre Teile aufgespalten,

q(¢) = qn(¢) + gp(¢) und 7(¢) = (¢) + 7p(C) - (5.15)

Der homogene Teil der Verschiebung ¢, ist durch Gl. (4.38) gegeben. Wie
in Abschnitt 4.2.1 beschrieben, miissen die Starrkérpermoden aus dem Ansatz
entfernt werden. Durch Zusammenfassen der homogenen Koeffizienten Ay im
Vektor A geméif

A:=[A, Ay Ak, A, AT (5.16)

mit A € C25*1 ldsst sich Gl. (4.38) kompakt iiber ein Skalarprodukt der
Form

a(¢) = Qu*(Q)A (5.17)

darstellen, wobei Qp* € C'*2K den Vektor der homogenen Verschiebungsmo-
den darstellt. (-)* bezeichnet den adjungierten, d.h. den konjugiert transponier-
ten Vektor gemif (-)* := WT. Den entsprechenden Ansatz fiir die Randkraft-
dichte erhélt man aus den Gln. (4.39a) und (4.39b). Durch Einsetzen von (4.27a)
und (4.27a) in (4.20) erhélt man den Reihenansatz fiir die Randkraftdichte-
Losungen. Analog zu den Verschiebungen in (5.17) kann wieder eine kompakte
Darstellung fiir 7, in Form des Skalarprodukts

m(¢) = Th*(¢)A, (5.18)

gefunden werden, wobei T},* € C'*2K den Vektor der Losungen der Randkraft-
dichte beschreibt. Durch Einsetzen von Gl. (5.15) in (5.14) ergibt sich nach
Umformung

1 1
Hpe ::—/ (thh—i-thh)tdF—/ (ﬁpr—i-qp?p)tdF
4 Jr, 4 Jr,
:?rl =:1Ip
—1/ (quthquh)tdF—l/ (@ 7+ qp7) tdl
2 Jr, 4 Jr, (5.19)
=:1I3 :Tr4
1 o~ ~_ 1 = ~—
+5 (th‘Fth)tdF—Ff (q7'p+q7'p)tdf.
2 Iy 2 Ty
=:1I5 =:1Ilg

Im néchsten Schritt werden Gl. (5.17) und (5.18) in Gl. (5.19) eingesetzt und
die einzelnen Integrale werden separat betrachtet. Es erweist sich als zweckméfig
den Vertauschungsoperator

K

0 I
P::Z€j®€j+[(+€j+}(®€j = (I 0) , (5.20)
=0
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einzufithren, wobei e; den j-ten Einheitsvektor und 0, I die Null- und Einheits-
matrix bezeichnen. Durch diesen Vertauschungsoperator kénnen die Identitdten
PA=A PA= A und PP = ] verwendet werden und man erhalt fiir IT;

II; = — 4/ (@p Th + qu7n) tdl
1)

_ éA* (; /F2 (QhTh* + PQ, T;P) tds) A. (5.21)

::HE(C2K X2K

Man beachte, dass die Matrix H selbstadjungiert ist und daher nur reelle
Eigenwerte besitzt. Die Integrale IIs und II; héngen nicht von den homogenen
Losungen, sondern lediglich von den partikulédren Losungsanteilen ab. Da das
Potential Il nur iiber die homogenen Koeffizienten A minimiert wird, werden
diese Integrale nicht weiter beriicksichtigt. Fiir den Ausdruck II3 erhélt man

1

I3 = — 2/ (quh—l—qp?h)tdF
I

1 _
=_— A* (2/ (@, PTy + qp Th) tdF> : (5.22)
1)

—. 2K x1
=rpeC

Vor der Betrachtung des néchsten Integralterms wird eine weitere Notation
eingefiihrt: ¢ = Qu, wobei Q € CY*M ynd @ € RM*1_ g bezeichnet die komple-
xe Darstellung der Verschiebungen auf I'y im Standard-FE-Ansatz in ¢ und
die zugehorige reelle Darstellung. Somit erhélt man

1 _
H5:+/ (g +q7n) tdl
2 Jr,

1 ~ x — =%
—A* </ (ThQ +PT,Q )tdF) @, (5.23)
2 Ty
_ Lecar

und

1 -
H6:+/ (g + q7p) tdl
2 Jr,

—al (; /F2 (m@+7 Q) th) . (5.24)

=:7eCMx1

Werden wieder alle sechs Teile des Potentials 11, zusammengefiigt, so ergibt
sich die folgende Darstellung des erweiterten Potentials:

1
Mpe = —5 A"HA = A'ry + A'Li+ @7 + Tl + 114 . (5.25)
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Zur Minimierung von Il muss die Ableitung nach A verschwinden, d.h.:
roar=—A'H-—r,+a"L*=0. (5.26)
Die Losung von Gl. (5.26) ergibt sich zu
A=H 'La— H 'r,. (5.27)

Mit diesem Ausdruck ist der homogene Teil von ¢ eindeutig bestimmt. Die obige
Gleichung wird nun zur Berechnung einer Ersatz-Steifigkeitsmatrix und eines
Ersatz-Lastvektors genutzt. Dazu wird Gl. (5.27) in Gl. (5.25) eingesetzt, was
zZu

1
e = iaT L'H 'L u—4" (Re (L*H 'r,) — ) + const. (5.28)
= KeRMxM =:peRMx1

fiihrt. Die Ersatz-Steifigkeitsmatrix K und der Lastvektor p werden zur Stei-
figkeitsmatrix und zum Lastvektor des Standard-FE-Ansatzes im Sinne einer
Assemblierung der Gesamtsteifgkeitsmatrix bzw. des Gesamt-Lastvektors ad-
diert, wodurch die beiden Ansétze fiir die zwei verschiedenen Losungsgebiete
gekoppelt werden.

Optimale Ordnung der Trefftz-Funktionsbasis

Es stellt sich nun die Frage wie die Zahl der Ordnung der Trefftz-Funktionen fiir
die Spannungen und Verschiebungen zu wihlen ist. In der Theorie der hybriden
Elemente [89, 88] existiert dazu das folgende Stabilitatskriterium:

nr>ng—r. (5.29)

Dabei ist nt die Zahl der Freiheitsgrade fiir die Trefftz-Spannungsfunktionen,
ng die Gesamtzahl der Verschiebungsfreiheitsgrade der d&ufleren Knoten und r
die Zahl der Starrkorperfreiheitsgrade. Im ebenen Fall gibt es zwei translato-
rische und einen rotatorischen Freiheitsgrad, somit gilt » = 3. Die Ordnung
der Trefftz-Spannungsfunktionen muss also entsprechend (5.29) gewihlt wer-
den. Aus der Erfahrung zeigt sich, dass die Zahl der Trefftz-Funktionen nr
auch nicht zu groB sein sollte. Zu grofie nt begiinstigen den Effekt der Uberan-
passung und kénnen in einem zu steifen Element resultieren [93]. Eine optimale
Wahl fiir nt liegt daher nahe bei ng — 7.

5.3.2. Auffinden der FE-LGsung

Wie in Abb. 5.2 zu sehen ist, ersetzt das Trefftz-Element im Bereich um die
Rissspitze die Standard-FE-Elemente. Die optimale Wahl der Grofle dieses Be-
reichs wird noch in Abschnitt 5.7 im Detail diskutiert. Wie in Abschnitt 5.3.1
gezeigt, lassen sich iiber Integration iiber den Rand des Trefftz-Elements die
Element-Steifigkeitsmatrix K und, falls eine Kohé#sivzone beriicksichtigt wird,
der Element-Lastvektor p gemifi (5.28) berechnen. Im Falle einer impliziten
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Simulation kénnen die entsprechenden Eintrége bei der Assemblierung der Ge-
samtsteifigkeitsmatrix analog zu konventionellen Elementen beriicksichtigt wer-
den. Nach dem Lo&sen des linearen Gleichungssystems konnen die homoge-
nen Koeffizienten A nach (5.27) aus den Knotenverschiebungen @ des Trefftz-
Elements berechnet werden. Je nach Modellierung lésst sich in weiterer Folge
der Spannungsintensititsfakor K oder die Rissspitzentffnungsverschiebung d¢
auswerten.

5.4. Analytische Submodelltechnik (ASM)

Wie in Abschnitt 5.7 noch néher ausgefiihrt wird, erfordert die Integration der
HTM in ein explizites Zeitintegrationsschema einen tiefen Eingriff in den beste-
henden Software-Code, da zwischen dem Trefftz-Element und den umgebenden
Standard-Elementen in jedem Zeitschritt Knotenkréfte und Knotenverschiebun-
gen ausgetauscht werden miissen (Bidirektionale Kopplung). Aus diesem Grund
wird in dieser Arbeit nach einer weiteren Moglichkeit gesucht, die Rissprognose
mit Hilfe von analytischen Spannungslésungen an der Rissspitze zu verbessern,
die aber gleichzeitig einfacher in bestehenden Crash-Codes integrierbar sein soll.
Eine in der FEM weit verbreitete Technik, die es ermdglicht auch bei groflen
Strukturen mit rechentechnisch vertretbarem Aufwand lokale Details zu beriick-
sichtigen, ist die sogenannte Submodelltechnik. Der Simulationsablauf bei der
Submodelltechnik besteht dabei aus zwei Teilschritten:

1. Simulation eines gegebenen Lastfalls fiir die gesamte Struktur mit gro-
bem Netz bzw. vereinfachter Elementmodellierung, wie beispielsweise mit
Schalen- anstelle von Volumselementen,

2. Simulation eines Teilausschnitts mit Hilfe eines Detailmodells, wobei die
Randbedingungen aus dem FErgebnis der Gesamtmodellsimulation ent-
nommen werden.

In der konventionellen FEM wird das Submodell iiblicherweise durch ein
hochaufgelostes Detailmodell einer Substruktur mit stark verfeinertem Netz
gebildet, das in der Lage ist, die lokal auftretenden Beanspruchungen besser
abbilden zu kénnen als das Grobmodell. Im Gegensatz dazu wird in dieser Ar-
beit das Submodell in Form eines Trefftz-Rissspitzenelements eingefiithrt. Wie
bereits gezeigt, besitzt dieses Element ebenso die Eigenschaft, die lokalen Be-
anspruchungen an der Rissspitze genau abzubilden, kommt jedoch ohne Netz-
verfeinerung aus. Da nach diesem Schema das Submodell nur eine Bewertung
des Rissausbreitungsrisikos vornimmt, und keine Knotenkrifte zuriickgekop-
pelt werden, bleibt das Auffinden der FE-L6sung vom Submodell unbeeinflusst
(Unidirektionale Kopplung).

5.4.1. Mapping der Randbedingungen

Bei der klassischen Submodelltechnik ist die Ubertragung der Randbedingun-
gen klar vorgegeben. Entlang der gew&dhlten Kontur werden entweder die Ver-
schiebungen oder die Randspannungen des Grobmodells auf das Detailmodell
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Abbildung 5.3.: Losungsgebiet 2 mit einem Submodellbereich um die Rissspitze ;.
Auf dem Rand I'y werden die Randbedingungen aus dem Gesamt-
modell auf das Submodell iibertragen.

tibertragen, wobei zwischen den Knoten des Grobmodells entsprechend inter-
poliert werden muss. Wird jedoch, wie hier beschrieben, ein Trefftz-Element
als Submodell verwendet, so besteht die Ubertragung der Randbedingungen
in der direkten Festlegung der homogenen Koeffizienten der Rissspitzenfelder.
Die Form der Festlegung kann auf verschiedene Arten erfolgen. Die einfachste
Moglichkeit besteht in der Kollokation der Verschiebungen der Trefftz-Lésun-
gen mit den Knotenverschiebungen des groben Netzes. In diesem Fall muss
die gewihlte Ordnung der Trefftz-Losungen mit der Zahl der Knoten iiberein-
stimmen, damit das Gleichungssystem zur Bestimmung der homogenen Koef-
fizienten eine eindeutige Losung besitzt. Diese strenge Kopplung der Zahl der
Trefftz-Losungen mit der Zahl der Knoten in der Kontur ist unter dem Aspekt
der gewiinschten Netzgroflenunabhingigkeit ein Nachteil dieses Ansatzes. Ein
besseres Verfahren zur Anpassung des Submodells an das grobe Netz bildet die
Minimierung eines geeigneten, auf dem Rand I's definierten Funktionals durch
die homogenen Koeffizienten. Dazu bieten sich die in Abschnitt 5.2 erlduterten
erweiterten Energiefunktionale an, wobei hier stellvertretend auf das erweiterte
Funktional der potenziellen Energie eingegangen wird.

Erweitertes Funktional der potenziellen Energie

Der hier beschriebene Weg zur optimalen Bestimmung der homogenen Ko-
effizienten der analytischen Ansatzfunktionen deckt sich weitgehend mit der
in Abschnitt 5.3.1 vorgestellten Herleitung der Steifigkeitsmatrix des hybriden
Trefftz-Elements. Man startet mit der komplexen Darstellung fiir das erweiter-
te Potential I, in (5.19). Nach Bereinigung aller Terme, die keine homogenen
Verschiebungen ¢, oder Spannungen 7, beinhalten, verbleiben im erweiterten
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Potential die Terme

1

Hpe:_4/ (thh+Qh?h)tdF
1)

) (5.30)

5 ) 1@ D) ot @ )R] e

wobei ¢ hier die komplexe Darstellung der Verschiebungslésung des Grobmo-
dells auf dem Rand des Submodells ist. Mit den Skalarproduktdarstellungen
fiir die homogenen Verschiebungen (5.17) und die homogenen Randspannungen
(5.18), sowie des ebenso bereits zuvor eingefiithrten Vertauschungsoperators P
erhélt man

1. /(1 o,
My =— -A* < / (QhTh* + PQ, ThP) tds) A
I

2 2
—HeCH (5.31)
- A (; /F [(, — @) PTw+ (gp — @) Th] tdF)
=reC2K X1
und kann Il in der algebraischen Form
M. — %A*HA + Ay, (5.32)
darstellen. Durch Nullsetzen der Ableitung nach A,
e a- =HA+7=0, (5.33)

erhélt man den gesuchten Vektor der homogenen Koeffizienten, der Il mi-
nimiert zu

A=—-H'r (5.34)

Quadratischer Anpassungsfehler der Randspannungen

Wie nachfolgend bei der Verifikation der Methode anhand der Flachzugpro-
be noch diskutiert wird, ist fiir die Verwendung des Kohésivzonenmodells das
Funktional des quadratischen Fehlers der Randspannungen besser geeignet als
das erweiterte Funktional der potenziellen Energie. In komplexer Darstellung
ldsst sich das Funktional folgendermafien angeben:

A, 1 / (r—7)(F—7)dl. (5.35)
2 Jr,

Wie bereits in Abschnitt 5.3.1 ausgefiihrt, besteht 7 wieder aus einem ho-
mogenen Anteil 7, und einem partikuldren Anteil 75, der zur Erfiillung der
Kraft-Teilrandbedingung an der Rissspitze in der Kohésivzone bendtigt wird.
Fiir den homogenen Anteil wird wieder die Form des Skalarprodukts geméf
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(5.18) gewéhlt. Damit ergibt sich aus (5.35) nach Umformung

]. ]- = ~
HAT:/ ThThdr+/ Th(7p—T)+(Tp—T)?hdF
2 Ty 2 Ty

, =Ih =1k (5.36)

+2/F?(rp—%) (Tp—7) dr.

—=:II3

Da bei der Minimierung des Potentials nur die homogenen Komponenten
eine Rolle spielen, wird II3 aufler Betracht gelassen. Mit der bereits in (5.18)
eingefithrten Darstellung von 7, als Skalarprodukt ergibt sich fiir ITy

1
M = ;A" < ThTh*dF> A, (5.37)

1)

::HE((:QKXQK

Es ist zu beachten, dass die Matrix H hermitesch ist. In der praktischen
Umsetzung zeigt sich, dass es aus numerischen Griinden sinnvoll ist, diese Her-
mitizitat explizit durch die Umformung

1 =\ (A *
H= [ By + (PTy) (Tu'P)dr (5.38)
1)
zu gewéhrleisten. Dabei ist P wieder der in (5.20) definierte Vertauschungs-
operator. Der Term Ily liefert nach der oben genannten Einfithrung der Skalar-
produktdarstellung von 7, den Ausdruck

1 _ _
I, = A* 5/ T (o — 7) + PTy (Tp — 7) dIl. (5.39)
1)

—peC2K X1

Damit ldsst sich auch aus diesem Funktional, analog zu (5.32) bis (5.34), der
Vektor der homogenen Koeffizienten A aus der Minimierung dieses Funktionals
berechnen.

5.4.2. GroBe des Submodellbereichs

Bei der optimalen Wahl der Grofle des Submodellbereichs miissen mehrere
Aspekte betrachtet werden. Einerseits wire es in der praktischen Anwendung
natiirlich optimal, den Submodellbereich mé6glichst klein zu halten. Ein kleiner
Submodellbereich vermindert auch das Risiko, dass im Grobmodell im Bereich
des Submodells Verbindungsstellen, Locher oder andere Unregelméfigkeiten
enthalten sind. Diese miissten ansonsten im Submodell beriicksichtigt werden.
Andererseits wirkt sich bei einem zu kleinen Submodellbereich der Diskretisie-
rungsfehler durch die Netzgrofie stiarker auf das Simulationsergebnis aus. Einen
weiteren Einfluss auf die optimale Wahl des Submodellbereichs besitzt auch die
Modellierung im Submodellbereich selbst. Sofern eine plastische Zone in Form
eines Kohésivzonenmodells beriicksichtigt wird, muss diese Zone innerhalb des
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Submodellbereichs liegen, da ansonsten Konvergenzprobleme bei der Fixpunk-
titeration zur Bestimmung der Kohésivzonenldnge rp auftreten kénnen. Dane-
ben ist, &hnlich der HTM, die optimale Zahl der homogenen Ordnungen der
Losungsfunktionen (Modellkomplexitit) mit der Zahl der Knoten bzw. Ele-
mente am Submodellrand verbunden. All diese Einflussgrofien miissen bei der
Wahl des optimalen Submodellbereichs gegeneinander abgewogen werden. Im
Anhang A.1.2 werden deshalb die Submodellbereiche variiert und der Einfluss
auf Spannungsintensititsfaktor und Rissspitzentffnungsverschiebung bei unter-
schiedlichen Netzgrofien analysiert, um daraus einen Ansatz zur optimalen Wahl
der Submodellgrofie ableiten zu kénnen.

Spannungsrekonstruktion am Submodellrand

Wie aus (5.34) mit (5.38) und (5.39) hervorgeht, findet zur Anpassung der
homogenen Koeffizienten A eine Integration entlang des Submodellrandes T's
statt. Dafiir muss auf die Spannungen des Grobmodells entlang dieses Inte-
grationspfades zugegriffen werden. Zwischen den Integrationspunkten miissen
die Spannungen daher interpoliert werden. Da, wie bereits oben diskutiert, die
Genauigkeit der Randspannungen des Grobmodells einen entscheidenden Ein-
fluss auf die Losungen des Submodells hat, wird hier ein Verfahren zur Span-
nungsrekonstruktion eingefiithrt, um den Fehler der Randspannungen moglichst
gering zu halten. Dazu wird das in [129] und [130] vorgeschlagene Verfahren
des Superconvergent Patch Recovery (SPR) angewendet. Das SPR basiert auf
der Beobachtung, dass es Punkte innerhalb des Elementbereichs gibt, die eine
hohere Konvergenzrate (sowohl in Bezug auf h-, als auch p-Konvergenz) der
Spannungen besitzen als im iibrigen Elementbereich. In diesen superkonver-
genten Punkten zeigen Losungen, die auf Ansatzfunktionen vom polynomialen
Grad p beruhen, Konvergenzeigenschaften von Losungen, die mit Ansatzfunk-
tionen mit polynomialen Grad p + 1 berechnet werden. Auch wenn sich diese
Eigenschaft nicht bei allen Elementtypen theoretisch herleiten ldsst (siehe [128,
S. 459-465]), so zeigt sich dennoch, dass die beste Konvergenzeigenschaft der
Spannungen in den Integrationspunkten vorliegt. Daher werden die Integrati-
onspunktspannungen genutzt, um die gewiinschten Spannungen in dazwischen
liegenden Punkten zu berechnen. Die Prozedur zur Rekonstruktion der Span-
nung in einem beliebigen Punkt x; besteht aus drei Schritten:

1. Suchen des Element-Patches in der Umgebung von z; und Identifikation
der Stiitzstellen (Integrationspunkte)

2. Least-squares Approximation der Spannungen mit Hilfe eines Polynoms
der Ordnung p

3. Spannungsrekonstruktion im gewiinschten Punkt x; mit Hilfe dieses Po-
lynoms

Die Details dieses Verfahrens finden sich in [128, S. 467-474]. Mit diesem
Verfahren kann eine hohe Genauigkeit der Spannungen auf beliebigen Integra-
tionspfaden im Grobmodell erreicht werden.
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5.5. Extended Finite Element Method (XFEM)

Die XFEM ist ein sehr weit verbreitetes Werkzeug zur Simulation von Bruch-
vorgéangen in sproden und quasi-sproden Werkstoffen. Die Methode wurde zu-
erst im Jahr 1999 von Belytschko und Black [14] verdffentlicht und wird seitdem
stetig weiterentwickelt. Den Kern dieses Ansatzes bildet die Anreicherung von
Elementen, die einen Riss beinhalten, mit zusétzlichen Formfunktionen durch
das sogenannte Prinzip der Partition of Unity (PUM) [24, 78], das bedeutet,
dass die Summe aller Formfunktionen in jedem Punkt eins ergibt. Bei geeigneter
Wahl der zusétzlichen Formfunktionen kann sich der Riss unabhéngig von der
Vernetzung und ohne Vorgabe des Risspfades wahrend der Simulation ausbrei-
ten. Die Methode zur Beschreibung des geometrischen Verlaufs des Risses ist
prinzipiell von der XFEM unabhéngig. Héufig werden die Risse durch Reihen
gerader Liniensegmente dargestellt. Einen alternativen Ansatz zur Verfolgung
des Risspfades bieten die sogenannten Level Set Functions, die im Falle von qua-
dratischen Elementen auch stetig gekriimmte Risspfade ermdoglichen (vergleiche
[113)).
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Abbildung 5.4.: Prinzipdarstellung der XFEM. Wihrend Knoten an durchgerisse-
nen Elementen mit Stufenfunktionen angereichert werden, verwen-
det man an der Rissspitze spezielle Funktionen, die das Bruchver-
halten charakterisieren.

Fiir die Anreicherung der Knoten in der Umgebung des Risses werden iibli-
cherweise zwei unterschiedliche Arten von Formfunktionen verwendet. Fiir voll-
standig durchtrennte Elemente werden die Knoten mit der Heaviside’schen Stu-
fenfunktion angereichert, um die Diskontinuitét im Verschiebungsfeld abbilden
zu konnen. Fiir die Knoten in der Umgebung der Rissspitze kommen spezielle
Funktionen zum Einsatz, die das Verformungs- und Bruchverhalten des Werk-
stoffs an der Rissspitze charakterisieren. Im Falle eines idealen Sprédbruchs wer-
den hiufig die asymptotischen Rissspitzenfunktionen nach Williams [121, 122]
verwendet!. Es zeigt sich, dass durch die Verwendung analytischer Ansatzfunk-
tionen trotz grober Vernetzung eine hohe Genauigkeit erzielt werden kann. Dies

!Diese Rissspitzenfunktionen sind mit den komplexen Lésungen 1.Ordnung fiir die Verschie-
bungen am kréftefreien Riss, die in dieser Arbeit beschrieben sind, identisch.
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ist jedoch nicht zwingend der Fall, wenn Anreicherungen verwendet werden, die
von der analytischen Losung abweichen [66]. In der Nachbarschaft von Riss-
Elementen liegen Elemente, die nur teilweise angereicherte Knoten besitzen
(Blending Elements). Ohne weitere Korrekturen treten in diesen Elementen
an den Réndern im Ubergang von angereicherten zu nicht angereicherten Ele-
menten unerwiinschte Spannungsterme auf. Zur Vermeidung der Probleme an
diesen Ubergangs-Elementen wurden verschiedene Strategien entwickelt, sie-
he beispielsweise [29]. Besonderes Augenmerk muss auch auf die Integration
von angereicherten Elementen gelegt werden. In diesen Elementen muss vor
der Integration eine Sub-Triangulation und zusétzlich eine Anpassung der Ord-
nung der Gauf3-Quadratur vorgenommen werden. Speziell bei dreidimensiona-
len Rissproblemen, die mit der XFEM behandelt werden, ist diese Modifikation
sehr aufwéndig. Aus diesem Grund ist der XFEM-Ansatz nur fiir eine eher ge-
ringe Zahl an Rissen gut geeignet. Da die singuléren Rissspitzenlésungen nur
bedingt zur Beschreibung von duktilen Bruchvorgéingen angewendet werden
kénnen, wurden schon frith Ansétze mit Kohésivzonenmodellen fiir die XFEM
entwickelt. In [123, 65] wurden von Xiao und Karihaloo asymptotische Span-
nungsfelder fiir verschiedene Kohésivgesetze unter Mixed-Mode-Beanspruchung
hergeleitet und im XFEM-Formalismus verwendet. Die Randkraftdichte, die
hier zur Rissspitzenanreicherung verwendet wurde, nahert sich asymptotisch
der durch das Kohisivgesetz vorgegebenen rissschliefenden Randkraftdichte.
Allerdings sind die Rissufer aulerhalb der Kohésivzone durch die Modellierung
mit den asymptotischen Spannungsfeldern nicht kréftefrei. In den folgenden
Abschnitten werden die exakten analytischen Losungen fiir das Kohésivzonen-
modell nach Dugdale [71], die in Kapitel 4 dieser Arbeit hergeleitet wurden, zur
Anreicherung der Rissspitzenelemente verwendet. Diese Losungen erfiillen die
Neumann-Randbedingung in der Kohésivzone exakt und verschwinden aufer-
halb der Kohisivzone identisch.

5.5.1. Rissspitzenanreicherung

Anhand der in Kapitel4 in Abschnitt 4.2.2 erhaltenen exakten Loésung fiir das
Dugdale Modell wird nun gezeigt, wie diese Losung in den XFEM-Formalismus
iiberfithrt werden kann. Die hier beschriebene Methode wurde zuvor bereits in
[73] veroffentlicht. Der Ausdruck fiir die komplexe Verschiebung in (4.26) mit
dem Ansatz fiir 1) nach (4.35) und der Aufteilung von ¢ in homogenen und
partikuléren Teil geméf (4.44) ldsst sich in der Form
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schreiben, wobei ¢A( ¢) == —1/2 (C 2(¢*—1) tanh™ ! (C V¢ )) Die
Koeffizienten A sind komplexe Zahlen und koénnen als Ap = ap + i8; mit
ag, B € R dargestellt werden. Den zweidimensionalen reellen Verschiebungs-
vektor (ug,ug) erhélt man aus dem Real- und Imaginérteil der komplexen Ver-

schiebung g.
] (g > (5.41a)
(¢)+9

n<<>=afe(g§’“<<>+g’“><>+gg O+ (670 +9(©Q))  (5.410)
510 =R(i[o"(©) + 687 = 6 () + 0 (687 (©) - 670)) | ) (510)
H©0=93(sQ+e7 QO+ + o (6P +6©Q))  (5a1a)
50 =9(i[o17(© + 687 - 680 + 0w (687 - 67(©)) ) (Ba1e)

wobei d;; das Kronecker-Delta bezeichnet. Mit Gl. (5.41) findet man eine Form
der analytischen Losung, die im XFEM-Ansatz genutzt werden kann, wie im
folgenden Abschnitt beschrieben wird.

5.5.2. Auffinden der FE-Formulierung

Es finden sich in der Literatur verschiedene Strategien zur Auswahl der an-
zureichernden Knoten. In dieser Arbeit werden, wie in Abb. 5.4 dargestellt,
alle Knoten, die innerhalb eines vorgegebenen radialen Abstands zur Rissspitze
liegen mit Rissspitzenfunktionen, und alle Knoten, die zu durchtrennten Ele-
menten gehoren und auflerhalb dieses Radius liegen, mit Sprungfunktionen an-
gereichert. Die Menge all dieser Knoten wird im Folgenden mit I bezeichnet
und vereinigt die Menge der Sprungfunktions-Knoten Iy und die Menge der
Rissspitzen-Knoten Ip. Damit léasst sich der XFEM Ansatz folgendermafien

formulieren:
(i ()
(2)er=Zoeo (i) Zotomo ()
U ’72

iel J€lg

o W (5.42)
Z@(ZE)Z[ ) 1(%)] (C)( 5)) ,
ety kil fe B

wobei ¢;(x) die zum Knoten ¢ gehérenden Standard-FE-Ansatzfunktionen be-
schreibt, und sich ¢ = f~!(x) mit der inversen holomorphen Abbildung gemif
Gl (4 41) berechnen lésst. Zusétzlich zu den gewohnlichen Freiheitsgraden
u, ub kommen also neue Freiheitsgrade v/, 43 hinzu, die mit der Sprungfunkti-
on assoziiert werden konnen, sowie weitere Freiheitsgrade 042, B,i, die zur Anrei-
cherung der Rissspitze dienen. Fiir alle Elemente, die Rissspitze und Dugdale-
Zone beinhalten, miissen die Freiheitsgrade aﬁc und B,i fiir alle Ordnungen auf
dieselben Werte eingeschriankt werden.
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Minimum der potenziellen Energie

Im néchsten Schritt wird der obige Ansatz (5.42) im Prinzip der minimalen po-
tenziellen Energie verwendet. Unter Beriicksichtigung einer Dugdale-Zone I'p,
in der eine konstante rissschlielende Randkraftdichte 7; gegen die Rissufersepa-
ration §; wirkt, ist die potenzielle Energie durch den Ausdruck

Hp:/eijcijklekldﬂ—l—/ néidl“—/ Tiu;dl, (5.43)
Q I'p o

gegeben, wobei ¢€;; den Dehnungstensor, Cjjr; den Elastizitdtstensor und 7;
eine duflere wirkende Kraftdichte bezeichnen. Fiir angereicherte Knoten miissen
der Dehnungstensor und somit auch die Ableitungen der Anreicherungsfunktio-
nen berechnet werden. Wahrend das fiir die Heaviside’sche Stufenfunktion leicht
moglich ist, ist die Ableitung der Rissspitzenfunktionen etwas aufwendiger. Da-
zu werden die Ableitungen in der reellen x,y-Ebene in komplexe Ableitungen
transformiert.

Die Minimierung der potenziellen Energie Gl. (5.43) fiithrt damit auf ein Sys-
tem von Gleichungen fiir alle Freiheitsgrade der Verschiebungen i, u, 'y{ yg ,
o, pt. Aufgrund der in Gl. (4.41) eingefiihrten konformen Abbildung besitzt
dieses Gleichungssystem eine nichtlineare Abhéngigkeit von rp. Bei einer ge-
gebenen dufleren Last wichst rp langsam an bis alle Freiheitsgrade konstant
bleiben. Dieses Problem kann wieder als Fixpunkt-Problem fiir die Freiheits-
grade betrachtet und iterativ gelost werden.

Projektion des Spannungstensors

Im klassischen FE-Verschiebungsansatz sind die Spannungen, die man aus der
Ableitung der Verschiebungslosung erhélt, unstetig entlang der Elementkanten.
Diese so erhaltenen Spannungen werden als kompatible Spannungen bezeichnet.
In der Literatur findet man verschiedene Ansétze zur Erhohung der Genauig-
keit der Spannungsprognose in der Umgebung der Rissspitze. Die Anwendung
einer gleitenden Mittelung im Rahmen des Postprocessings ist ein einfacher Weg
um stetige Spannungen zu erhalten, kann aber zu Problemen, wie unerwiinsch-
ten Oszillationen der Spannungen, fithren. In [124] wird eine statisch zuléssige
Spannungsrekonstruktion beschrieben, bei der die Spannungen an geeigneten
Abtastpunkten an Basisfunktionen angepasst werden, die die Gleichgewichts-
bedingung im Losungsgebiet und die Spannungsrandbedingung am Rand des
betrachteten Gebiets erfiillen. Neben reinen Postprocessing-Methoden gibt es
auch Ansétze, welche die Anreicherungsfunktionen selbst modifizieren, um eine
hohere Genauigkeit der kompatiblen Spannungen zu erreichen, siehe z.B. [18].
In dieser Arbeit wird der Spannungstensor im Sinne einer L?-Projektion an
die analytische Losung angepasst. Dieser Ansatz zahlt zu den Postprocessing-
Methoden und ist daher leicht zu einer bestehenden Implementierung hinzu-
zufiigen. Die Projektion wird nur fiir Elemente durchgefiihrt, die Knoten bein-
halten, die mit Rissspitzenfunktionen angereichert wurden (voll angereicherte
Elemente und Ubergangselemente). Dieses Losungsgebiet wird mit (e, bezeich-
net. Die kompatiblen Spannungen werden auf die analytische Losung projiziert,
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die gegeben ist durch

analytic
Oz
oy e () 0 = > e(6))(x)
ngalym enr i€\
orly ofl, (5.44)
L I ol
+Z¢l($)z 8;1 3;2 (C) Bl ’
lelr k=1|0ffy | Offy Offy | Off k

8x+6y 8x+6y

wobei ¢ = f~!(z). Die L2-Projektion wird durchgefiihrt, indem das resultieren-

. v 1 . TN B
de Gleichungssystem fiir die neuen Koeffizienten w), u}, &%, By,

/ o_analytiC(l,) . UanalytiC($)d:E :/ O’(:E) . o_analytiC(l,)d:L, , (5‘45)

gelsst wird, wobei o?¥H¢ den analytischen Spannungstensor und o den kom-
patiblen Spannungstensor bezeichnen.
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5.6. Umsetzung und Verifikation

Alle Methoden werden in einer im Zuge dieser Arbeit entwickelten, objektori-
entierten MATLAB®-Testumgebung fiir ebene elastische Finite Elemente Pro-
bleme implementiert. Neben einer méchtigen numerischen Bibliothek bietet die
Syntax von MATLAB® einen nativen Umgang mit komplexen Grofien, wovon
in dieser Arbeit umfassend Gebrauch gemacht wird. Als Referenzmodell fiir
alle Testrechnungen dient das im Folgenden beschriebene einfache stationére
Rissproblem.

5.6.1. Testkonfiguration

Die Testkonfiguration besteht aus einer Blechzugprobe mit einem einseitigen
Riss unter uniaxialem Zug in y-Richtung. Die Probe ist an der Unterseite einge-
spannt, d.h. die Freiheitsgrade der Knoten an der Unterkante sind in y-Richtung
gesperrt. Zur Fiihrung der Probe wird zusétzlich ein Knoten an der Unterseite
auch in z-Richtung gesperrt. Die Querkontraktion an der Einspannung ist frei.
Die Konfiguration ist in Tab. 5.2 dargestellt.

Tabelle 5.2.: Geometrie, Materialdaten und Belastung der Zugprobe mit einseitigem
Riss zur numerischen Verifikation

Testkonfiguration
g .
Geometrie
A A
Pretted
K w 60 mm
h 120 mm
}|3 t 1.5 mm
T | a 8 mm
i
i Material
A - L A h
B
= E 210 GPa
v 0.3
D
Randbedingungen
Ooben 160 MPa
< > Uy 0

w Ux links 0

Fiir die Modellierung des ideal sproden (kréftefreien) Risses existieren in der
Literatur analytische Referenzlésungen fiir den Spannungsintensitétsfaktor [80],
die zur Verifikation herangezogen werden kénnen. Fiir die hier beschriebene
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Probenform kann die Spannungsintensitéit gemaf

Kiref = ov/maFi(a) (5.46)

berechnet werden. Dabei ist o das Verhéltnis der Rissldnge zu Probenbreite,
a = a/W, und Fy der Geometriefaktor, der sich mit

Fi(a) = 1.12 — 0.231a + 10.550% — 21.72a° + 30.39a* (5.47)

gut approximieren lasst. Somit ergibt sich fiir die hier simulierte Probe ein
Wert von

K1 et = 31, 32MPay/m.

Zur Gegeniiberstellung der mit den unterschiedlichen Methoden berechneten
Spannungen werden fiir die obige Konfiguration auch Referenz-Simulationen in
LS-DYNA® mit einem in der Rissspitzenumgebung sehr fein aufgelosten Netz
(0,1 mm) durchgefiihrt. Fiir die Umsetzungen mit einer Kohésivzone dienen
ebenso Referenz-Simulationen mit LS-DYNA®, wobei die Linge der Kohésiv-
zone dabei schrittweise so angepasst wird, dass die Spannungssingularidt an der
virtuellen Rissspitze verschwindet. Mit Hilfe dieser Referenz-Rechnungen kann
eine Riss6ffnung von

Ot ref = 13,52 1m

bestimmt werden.

5.6.2. Hybride Trefftz-Methode

Wie in Abschnitt 5.3 gezeigt, ldsst sich fiir das Trefftz-Element gemé&f (5.28)
eine Ersatzsteifigkeitsmatrix K und, falls eine Kohésivzone vorhanden ist, ein
Knotenkraftvektor p berechnen. Diese Steifigkeitsmatrix kann mit den Element-
Steifigkeitsmatrizen der Standard-Elemente zu einer Gesamtsteifigkeitsmatrix
assembliert und danach die Losung zu gegebenen Randwerten ermittelt wer-
den. Im Falle des linear-elastischen Rissmodells ist die Berechnung des Gleich-
gewichtszustandes (FE-Losung) in einem Schritt moglich. Beim Kohésivzonen-
modell muss neben der Gleichgewichtsbedingung noch zusétzlich die Nebenbe-
dingung (Verschwinden der Spannungssingularitét in der virtuellen Rissspitze)
durch richtige Wahl der Lénge der Kohisivzone erfiillt werden. Die Losung
dieser nichtlinearen Gleichung kann mit Hilfe einer Fixpunkt-Iteration erfol-
gen. Beginnend mit einem kleinen Startwert fiir die Lénge der Kohésivzone rg) )
wird dabei iterativ der Gleichgewichtszustand berechnet und aus diesem mit
Hilfe des homogenen Koeffizienten A; der Trefftz-Losung aus (4.52) ein neuer
Wert fiir die Linge der Kohésivzone bestimmt. Mit der neuen Lénge erfolgt
eine Neuberechnung der Trefftz-Steifigkeitsmatrix, die danach in die Gesamt-
steifigkeitsmatrix {ibertragen wird. Darauf folgt die Berechnung des néchsten
Gleichgewichtszustands. Die Iteration bricht ab, wenn die relative Anderung
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von rp kleiner als ein vorgegebener Wert A .y wird, d.h.

n+1 n
™ — o)
D

< Amax - (5.48)

Fiir die hier betrachtete Testkonfiguration zeigt sich, dass dieses Verfahren
bei einem maximal zuléssigen relativen Fehler von Ay = 10~* meist innerhalb
weniger Iterationen konvergiert.

Linear-elastisches Rissmodell

Wie in Abb. 5.5 dargestellt, wird im ersten Schritt der Verifikation ein Span-
nungsplot der von-Mises-Vergleichsspannung im Bereich der Rissspitze des hy-
briden Trefftz-Elements dem Ergebnis der hochaufgeldsten Referenz-Simulation
gegeniibergestellt. Man erkennt bereits rein optisch die hohe Auflésung, die
durch den analytischen Ansatz im Bereich der Rissspitze erreicht wird. Ebenso
sieht man die gute Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der Referenz-Simulation.
Mit Hilfe eines horizontalen Schnitts entlang des oberen Rissufers (Schnitt A-A)
durch die Probe, sowie eines vertikalen Schnitts, ausgehend von der Rissspitze
in Richtung des oberen Probenrands (Schnitt B-B), lisst sich die gute Uberein-
stimmung der Spannungen quantitativ noch besser darstellen (siche Abb. 5.6).
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X [mm] X [mm]
(a) Hochaufgelsstes Standard-FE-Modell (b) Hybrides Trefftz-Element (N = 9)

Abbildung 5.5.: Vergleich der von-Mises-Spannungen o, fiir das linear elastische
Rissmodell unter Mode I Belastung fiir:
(a) ein hochaufgelostes Standard-FE-Netz und
(b) ein hybrides Trefftz-Element mit Ordnung N = 9.

In Tab. 5.3 sind die Spannungsintensitétsfaktoren aus Simulationen fiir drei
unterschiedliche Netzgrofen (5mm, 2.5mm und 1.25mm) dem Referenzwert
gegeniibergestellt. Man sieht die gute Ubereinstimmung der Werte sowie die
geringe Netzgroflenabhéngigkeit der HTM. Der relative Fehler AK7/Kj o der
hier erhaltenen Ergebnisse liegt deutlich unter 1%
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(a) Vergleichsspannung o auf Schnitt A-A (b) Vergleichsspannung o, auf Schnitt B-B

Abbildung 5.6.: Verifikation der hybriden Trefftz-Methode (HTM) fiir das linear-
elastische Rissmodel anhand der Ergebnisse einer hochaufgelosten
FE-Simulation fiir die von-Mises-Vergleichsspannung o, entlang:
(a) eines horizontalen Schnitts (A-A) entlang des oberen Rissufers,
(b) eines vertikalen Schnitts (B-B) bei z = 8 mm.

Tabelle 5.3.: Vergleich der mittels HI'M berechneten Spannungsintensitatsfaktoren
fiir unterschiedliche Netzgrofien und Ordnungen der Trefftz-Losungen

Spannungsintensitétsfaktoren Ky

Referenz Ki,er [MPay/m 31.32

Netzgrofle 5 mm 2.5 mm 1.25 mm
Ordnung N 9 17 33
K1 [MPay/m] 31.49 31.34 31.38

Kohdsivzonenmodell nach Dugdale

Auch beim Kohésivzonenmodell nach Dugdale wird im ersten Schritt der Ve-
rifikation das Ergebnis einer MATLAB®-Simulation dem Ergebnis einer hoch-
aufgelosten Referenz-Simulation in Form eines Spannungsplots in Abb. 5.7 fiir
die von-Mises-Vergleichsspannung o, gegeniibergestellt. Wie bereits beim line-
ar elastischen Modell erkennt man auch hier die gute Ubereinstimmung der
von-Mises-Spannungen in der Rissspitzenumgebung.

In Abb. 5.8 sind die von-Mises-Vergleichsspannungen entlang der bereits zu-
vor definierten Schnitte dargestellt. Auch hier zeigt sich die gute Uberein-
stimmung der Ergebnisse der HTM-Simulation mit der hochaufgelosten LS-
DYNA®_Referenzlosung.

In Tab. 5.4 sind die Rissspitzenoffnungsverschiebungen der HTM-Simulatio-
nen mit drei unterschiedlichen Netzgrofien (5 mm, 2,5 mm und 1,25 mm) diesem
Referenzwert gegeniibergestellt. Es zeigen sich auch beim Kohésivzonenmodell
nach Dugdale nur geringfiigige Abweichungen der Ergebnisse der HTM-Simu-
lationen vom Referenzwert. Ebenso ist nur eine geringe Netzgrofienabhéingigkeit
der HTM erkennbar.
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Abbildung 5.7.: Vergleich der von-Mises-Spannung ¢,,;ses fiir das Kohésivzonenmo-
dell nach Dugdale unter Mode I Belastung, berechnet mit:
(a) hochaufgeloster Standard-FE-Simulation und
(b) hybridem Trefftz-Element.
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(a) Vergleichsspannung o auf Schnitt A-A (b) Vergleichsspannung o, auf Schnitt B-B

Abbildung 5.8.: Verifikation der hybriden Trefftz-Methode (HTM) fiir das Kohésiv-
zonenmodell nach Dugdale anhand der Ergebnisse einer hochauf-
gelosten FE-Simulation fiir die von-Mises-Vergleichsspannung o,
entlang:
(a) eines horizontalen Schnitts (A-A) entlang des oberen Rissufers,
(b) eines vertikalen Schnitts (B-B) bei z = 10 mm.
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Tabelle 5.4.: Vergleich der Rissspitzenoffnungsverschiebungen fiir unterschiedliche
Netzgroflen und damit verbundenen Ordnungen der Trefftz-Losungen

Rissspitzenoffnungsverschiebungen (CTOD) 6

Referenz d; ye [pm] 13.52

Netzgrofe [mm)] 5 2.5 1.25
Ordnung N 9 17 33
CTOD 6 [pm] 13.40 13.57 13.63

Abschlieflend lasst sich feststellen, dass die HTM-Simulationen bei den durch-
gefiihrten Verifikationsrechnungen eine sehr hohe Ubereinstimmung mit den Re-
ferenzwerten liefert. Der relative Fehler Ady/d; ref der in Tab. 5.4 angefiihrten
Werte liegt unter 1 %.

5.6.3. Analytische Submodelltechnik

Wie in Abschnitt 5.4 eingangs beschrieben, wird die Simulation in zwei vonein-
ander getrennten Teilschritten durchgefiihrt. Zur Simulation des Grobmodells
der in Tab. 5.2 dargestellten Probe wird der Riss durch eine Reihe geldschter
Elemente représentiert. Die Position der Rissspitze liegt somit auf der Kante
des ersten Elements vor dieser Elementreihe (siehe auch Abb. 5.3). Die Simula-
tionen werden mit beiden, in Abschnitt 5.4.1 vorgestellten Funktionalen

e crweitertes Funktional der potenziellen Energie IIj.,

e quadratischer Anpassungsfehlers der Randspannungen IIa,

durchgefiihrt und die Ergebnisse miteinander verglichen?. Ausgehend von
der Rissspitzen-Position wird der Integrationspfad durch Vorgabe eines Such-
radius rg definiert. Aufgrund der verwendeten Spannungsrekonstruktion (SPR)
konnte der Integrationspfad unabhéngig von den Elementkanten kreisférmig um
die Rissspitze gelegt werden. In dieser Arbeit wird der Pfad jedoch so gelegt,
dass er entlang der Auflenkanten eines Element-Patches lauft, dessen Element-
Schwerpunkte innerhalb des Suchkreises liegen. Durch diese Wahl ist es leichter
moglich, auch das erweiterte Funktional der potenziellen Energie zu untersu-
chen, da in dieses Funktional neben den Spannungen auch die Verschiebungen
in die Integration mit einfliefen und diese am genauesten entlang der Kanten
interpoliert werden kénnen.

Im Falle der Verwendung eines Kohésivzonenmodells muss wieder die Neben-
bedingung des Verschwindens der Spannungssingularitit durch geeignete Wahl
der Lénge des Kohéasivbereichs rp beriicksichtigt werden. Dazu kann auch hier
die in Abschnitt 5.6.2 vorgestellte Fixpunktiteration verwendet werden. Da bei

2Es sei erwihnt, dass testweise auch das erweiterte Prinzip der Komplementérenergie ver-
wendet wurde. Da sich die damit erzielten Ergebnisse allerdings nur geringfiigig von denen
des erweiterten Prinzips der potenziellen Energie unterscheiden, wird auf die Darstellung
dieser Ergebnisse hier verzichtet
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der ASM die Spannungen und Verschiebungen aus dem Grobmodell stammen
und sich wahrend der Iteration nicht &ndern, entfillt die Berechnung des Gleich-
gewichts in jedem Iterationsschritt.

Linear-elastisches Rissmodell

In Abb. 5.9 ist die von-Mises-Vergleichsspannung im Bereich der Rissspitze des
analytischen Submodells dem Ergebnis der hochaufgelosten Referenz-Simulation
gegeniibergestellt. Fiir die Berechnung dieses Ergebnisses wird das Funktional
des quadratischen Anpassungsfehlers verwendet. Man erkennt auch hier die
gute Ubereinstimmung der Ergebnisse, die sich auch in Abb.5.10 anhand der
Spannungen entlang der beiden in Tab. 5.2 definierten Schnitte bestétigt.
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(a) Hochaufgeloste FE-Simulation (b) ASM-Simulation

Abbildung 5.9.: Vergleich der von-Mises-Spannungen o,,;s¢s fiir das linear elastische
Rissmodell unter Mode I Belastung fiir:
(a) FE-Simulation und
(b) Analytische Submodellsimulation.

In Tab. 5.5 sind die Spannungsintensititsfaktoren aus Simulationen mit drei
unterschiedlichen Netzgrofien (4 mm, 2mm und 1 mm) fiir beiden Funktionale
(ITpe und IIa+) dem Referenzwert gegeniibergestellt. Man erkennt auch hier eine
gute Ubereinstimmung, auch wenn die Werte im Vergleich mit den Ergebnissen

der HTM mit einem mittleren Fehler von AKi/Kyef ~ 2.3% etwas starker
streuen.

Tabelle 5.5.: Vergleich der mittels ASM berechneten Spannungsintensitétsfaktoren
fiir unterschiedliche Netzgrofien und Ordnungen der Trefftz-Losungen

Spannungsintensitétsfaktoren K

Referenz K ef [MPay/m 31.32

Netzgrofle [mm)] 4 2 1
Ordnung 9 17 33
Kin,, [MPay/m] 30.92 30.62 31.65

Kim,. [MPay/m] 32.54 30.69 32.32
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Abbildung 5.10.: Verifikation des Analytischen Submodells (ASM) fiir das linear-
elastische Rissspitzenmodell anhand der Ergebnisse einer hochauf-
gelosten FE-Simulation fiir die von-Mises-Vergleichsspannung o,
entlang:
(a) eines horizontalen Schnitts (A-A) entlang des oberen Rissufers,
(b) eines vertikalen Schnitts (B-B) bei = 8 mm.

Kohdsivzonenmodell nach Dugdale

Abb. 5.11 zeigt wieder den Vergleich der von-Mises-Spannung des analytischen
Submodells mit dem Ergebnis der hochaufgelosten Referenz-Simulation. Auch
hier liegt der Berechnung das Funktional des quadratischen Anpassungsfehlers
zugrunde. Man erkennt wieder die gute Ubereinstimmung der Ergebnisse, die
auch in Abb.5.12 anhand der Spannungsverldufe entlang der beiden Schnitte
bestétigt wird.
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Abbildung 5.11.: Von-Mises-Spannung in der Umgebung der Rissspitze fiir (a) FE-
Simulation und (b) Analytische Submodellsimulation.

In Tab.5.6 sind die Ergebnisse der Rissspitzenoffnungsverschiebungen aus
der Untersuchung der Netzabhéngigkeit fiir beide Funktionale Il und IIa,
dargestellt. Hier sieht man eine systematische Abweichung der Ergebnisse, die
mittels Minimierung des erweiterten Potentials I, berechnet werden. Die sys-
tematisch zu kleinen Werte lassen sich dadurch erkldren, dass bei Verwendung
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Abbildung 5.12.: Verifikation des Analytischen Submodells (ASM) fiir das Kohésiv-
zonenmodell nach Dugdale anhand der Ergebnisse einer hochauf-
gelosten FE-Simulation fiir die von-Mises-Vergleichsspannung o,
entlang:
(a) eines horizontalen Schnitts (A-A) entlang des oberen Rissufers,
(b) eines vertikalen Schnitts (B-B) bei = 10 mm.

von II,. die Abweichungen der Verschiebungen zwischen Grob- und Submodell
minimiert werden, d.h. eine Anpassung der Verschiebungen des analytischen
Submodells an das Grobmodell erfolgt. Aufgrund der Tatsache, dass im Grob-
modell keine lokale plastische Zone an der Rissspitze dargestellt werden kann,
sind die Verschiebungen im Grobmodell tendenziell zu gering. Diese zu geringen
Verschiebungen werden somit auch auf das Submodell {ibertragen und resultie-
ren in einer systematisch zu geringen Rissspitzendffnungsverschiebung 6 11, -
Die systematischen Abweichungen treten bei einer reinen Anpassung der Span-
nungen iiber ITa, nicht auf, es zeigt sich aber, dass die Streuung der Werte mit
Ady /6 vef = 5% etwas grofler als im linear elastischen Fall ist.

Tabelle 5.6.: Vergleich der mittels ASM berechneten Rissspitzensffnungsverschiebun-
gen fiir unterschiedliche Netzgrofien und Ordnungen der Trefftz-Losun-
gen

Rissspitzensffnungsverschiebungen (CTOD) 6y

Referenz & yer [im] 13.52

Netzgrofe [mm)] 4 2 1
Ordnung 9 17 33
CTOD 6 11, [pm] 10.63 10.27 11.19
CTOD 04 11,, [nm] 13.12 14.19 14.54

5.6.4. Extended Finite Element Method

Fiir die Implementierung des XFEM-Demonstrators wird auf einen frei verfiig-
baren MATLAB®-Code [15, 82] zuriickgegriffen. Die Risse werden in diesem
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Ansatz durch gerade Liniensegmente reprisentiert und die Einschrinkung be-
treffender Freiheitsgrade der Rissspitzenanreicherung wird durch eine Penalty-
Formulierung realisiert. Eine Implementierung und Verifikation einer XFEM-
Formulierung mit den linear elastischen Rissspitzenlésungen wird in dieser Ar-
beit nicht vorgenommen, da diese der XFEM-Standardformulierung fiir Riss-
probleme entspricht und in den kommerziellen Codes, die ein XFEM-Modul
beinhalten, iiblicherweise inkludiert ist. Das Ziel der XFEM-Untersuchungen
in dieser Arbeit ist die Gewihrleistung der Ubertragbarkeit der analytischen
Losungen unter Beriicksichtigung einer Kohésivzone fiir eine mogliche Uberga-
be und spétere Implementierung durch einen Solverhersteller. Fiir die XFEM-
Berechnung wird ein Netz mit nahezu quadratischen Elementen mit einer Kan-
tenldnge von ca. 3 mm verwendet und fiir die Rissspitzenanreicherung wird ein
Radius von 7.5 mm gewihlt. Als Funktionen fiir die Rissspitzenanreicherung
werden die Losungen nach (5.40) bis zur dritten Ordnung gewihlt, d.h. K = 3.
Als Referenz wird wieder das Ergebnis der LS-DYNA®-Simulation mit einem
Netz der Kantenldnge 0.1 mm herangezogen. Abb. 5.13 zeigt einen Vergleich der
von Mises-Spannung zwischen der Standard-FE- und der XFEM-Simulation in
der Néhe der Rissspitze. Innerhalb des angereicherten Bereichs wird die XFEM-
Spannung auf die analytische Lésung projiziert. In den vollstdndig an der Spit-
ze angereicherten Elementen wird so eine gute Ubereinstimmung mit den FE-
Ergebnissen erzielt. Aufgrund der partiellen Anreicherungen in den Ubergangs-
elementen entsteht eine Stérung, die zu grofien Abweichungen zwischen den FE-
und XFEM-Ergebnissen in diesen Elementen fithrt. Um die XFEM-Ergebnisse
auch in diesen Elementen zu verbessern, kénnte ein Ansatz, wie in [29] vorge-
schlagen, in Kombination mit einer angepassten Spannungsprojektion verwen-
det werden.

0, [MPa] O ises [MPa]
400 400
6 6 —
4 300 4 300
2 — 2
B =
E0 200 £ 0 200
g >
4 100 4 100
-6 6 —
0 0
5 10 15 5 10 15
X [mm] X [mm]
(a) Hochaufgeloste FE-Simulation (b) XFEM-Simulation

Abbildung 5.13.: Von-Mises-Spannung in der Umgebung der Rissspitze fiir (a) FE-
Simulation und (b) XFEM-Simulation.

Fiir einen besseren quantitativen Vergleich zwischen der Standard-FE und
der XFEM werden in Abb. 5.14 die von Mises-Spannung oy entlang der beiden
in Tab. 5.2 definierten Schnitte aufgetragen.

Man erkennt, dass die mit XFEM berechneten Spannungen etwas stérker
abnehmen als die mit der FE berechneten Referenzergebnisse. Eine mdogliche
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(a) Vergleichsspannung o auf Schnitt A-A (b) Vergleichsspannung o, auf Schnitt B-B

Abbildung 5.14.: Verifikation der XFEM-Implementierung fiir das Kohésivzonenmo-
dell nach Dugdale anhand der Ergebnisse einer hochaufgeltsten
FE-Simulation fiir die von-Mises-Vergleichsspannung o, entlang:
(a) eines horizontalen Schnitts (A-A) entlang des oberen Rissufers,
(b) eines vertikalen Schnitts (B-B) bei z = 10 mm.

Ursache fiir dieses leicht abweichende Verhalten liegt in der gewihlten Span-
nungsprojektion. Allgemein sieht man aber, dass beide berechneten Spannungen
in der Néhe der Rissspitze, d.h. in der vollstdndig mit Rissspitzenfunktionen an-
gereicherten Zone gut iibereinstimmen. In den Ubergangselementen sieht man
vor allem in Abb. 5.14 die auch schon zuvor beschriebenen Abweichungen. Fiir
die Rissspitzenoffnungsverschiebung erhéilt man aus der Simulation einen Wert
0t xFEM = 13.70 pm und liegt auch bei der XFEM sehr nahe am Referenzwert
von 0 ref = 13.52um. Auf eine Untersuchung der Netzabhéngigkeit wird hier
verzichtet, da bei der XFEM nur die Ubertragbarkeit der analytischen Rissspit-
zenlosungen gezeigt werden soll und diese Methode in der vorliegenden Arbeit
nicht weiter verfolgt wird.
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5.7. Diskussion und Schlussfolgerungen

In diesem Abschnitt werden die in diesem Kapitel eingefithrten Methoden zu-
sammenfassend bewertet. Vorab wird an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass
die in Abschnitt 5.6 préisentierten Ergebnisse nur limitierte Aussagekraft besit-
zen, da sie sich nur auf eine einzelne Testkonfiguration und eine eingeschréankte
Variation der Netzgrofle beziehen. Dennoch lassen sich aufgrund der Ergebnisse
und Erkenntnisse bei der Implementierung, sowie weiterer, in Anhang A darge-
stellter Untersuchungen zur Netzabhéngigkeit einige Aussagen treffen. Neben
der Ergebnisqualitdt miissen in Hinblick auf die Anwendung in der expliziten
FEM auch noch andere Aspekte beriicksichtigt werden. Die Kriterien, nach
denen die Methoden hier bewertet werden, lassen sich in folgenden Punkten
zusammenfassen:

e Qualitéit der Ergebnisse
e Numerische Effizienz

e Implementierbarkeit

Betrachtet man nur die Abweichungen der Ergebnisse der impliziten Rech-
nungen von den Referenzergebnissen, so sieht man die beste Ubereinstimmung
bei der HTM. Auch bei der XFEM-Umsetzung zeigt sich eine gute Uberein-
stimmung der berechneten Rissoffungsverschiebung d; mit dem Referenz-Wert.
Demgegeniiber streuen die Ergebnisse der ASM deutlich stérker, und wéren
unter dem alleinigen Aspekt der Ergebnisqualitéit unterlegen. Bezieht man al-
lerdings die numerische Effizienz, die Moglichkeiten der Implementierbarkeit in
einem expliziten Integrationsschema und auch die Flexibilitdt des Ansatzes mit
ein, so dndert sich das Bild.

Bei der HTM nimmt das Rissspitzenelement den Platz mehrerer Standard-
Elemente ein. Im Zuge der Simulation werden in jedem Zeitschritt die Reak-
tionskréfte des Trefftz-Elements aus den Randknotenverschiebungen mit Hilfe
der Ersatz-Steifigkeitsmatrix berechnet und als Knotenkréfte in das umgeben-
de Netz zuriickgeliefert. Im Trefftz-Element wird das Rissfortschrittskriterium
in jedem Zeitschritt ausgewertet. Im Falle von prognostiziertem Rissfortschritt
wird der Riss inkrementell verlingert und die Steifigkeitsmatrix neu berechnet.
Sobald sich die Rissspitze den Grenzen des Trefftz-Element-Bereichs annéhert,
muss sich die Position des Trefftz-Elements dndern, um die Rissspitze weiter-
hin im Elementbereich einschliefen zu kénnen. Eine Anderung der Position des
Trefftz-Elements bedeutet, dass neue Standard-Elemente geldscht und durch
das Trefftz-Element ersetzt werden. Ein dhnlicher Ablauf ist auch bei der XFEM
vorzusehen. Bei der Simulation der Rissausbreitung werden die Knoten in der
Rissspitzenumgebung und entlang des Risspfades adaptiv angereichert. Diese
Adaptivitdt muss auch bei der Integration der Elemente mit angereicherten
Knoten berticksichtigt werden.

Fiir beide Varianten sind tiefgreifende Eingriffe und Modifikationen bei der
Steuerung des Simulationsablaufs nétig. In den meisten kommerziellen FEM-
Codes besitzt der User keine Moglichkeit, derartige Erweiterungen zu imple-
mentieren. Eine - zumindest teilweise - Ausnahme bildet hier der Crash-Code
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LS-DYNA®, der iiber mehrere Schnittstellen den Zugriff auf Netzkonnekti-
vitédt, Knotenverschiebungen und Spannungen in den Integrationspunkten er-
laubt. Zudem besteht auch die Mdoglichkeit, zur Laufzeit gezielt Elemente ver-
sagen zu lassen. Durch diese Features ist es grundsétzlich moglich, den hier
beschriebenen Ablauf der Simulation des Rissfortschritts mit der HTM zu rea-
lisieren. Dennoch bleibt das Problem bestehen, dass in jedem Zeitschritt Kno-
tenverschiebungen und Knotenkréfte ausgetauscht werden miissen und sich ein
zusétzlicher Berechnungsaufwand in jedem Zeitschritt niederschligt. Im Fal-
le der Umsetzungsvariante des Rissspitzenmodells mit Kohésivzone entsteht
durch das iterative Losungsschema ein weiteres Problem. Da jeder Iterations-
schritt mit einer gednderten Linge der Kohésivzone und mit einer gednderten
Steifigkeitsmatrix einhergeht, muss in jedem Iterationsschritt ein neuer dyna-
mischer Gleichgewichtszustand (FE-Zeitschritt) gesucht werden. Das kann zu
einem instabilen Verhalten fithren und muss daher in Form einer zusétzlichen
Déampfung beriicksichtigt werden.

Diese Probleme treten bei der Umsetzung der ASM nicht auf, da nur ein Le-
sezugriff auf Integrationspunktspannungen und Knotenverschiebungen erfolgt.
Der Solverablauf wird nur im Falle der Prognose von Risswachstum als Er-
gebnis der ASM-Bewertung durch gezieltes Léschen von Elementen beeinflusst.
Neben dem Vorteil der einfacheren Implementierbarkeit ergibt sich durch die
Beibehaltung der Standard-Elemente ein weiterer Vorteil der ASM. Dieser Vor-
teil besteht darin, dass das in den Standard-Elementen hinterlegte Material-
und Schidigungsmodell intakt bleibt und unabhéngig vom ASM auch weiter-
hin Materialversagen prognostizieren kann. Somit kann auch ein Wechsel des
Versagensmodus (z.B. Rissfortschritt unter Mode I und nach Entlastung ein an-
schlieflender globaler Scherbruch im resttragenden Querschnitt) wihrend eines
komplexeren Deformationspfades abgebildet werden. Auch unter dem Aspekt
der Berechnungskosten ist die ASM der HT'M und der XFEM iiberlegen. Dies
liegt vor allem daran, dass die Bewertungen nicht in jedem Zeitschritt durch-
gefithrt werden miissen. So kann auch sehr einfach eine adaptive Schrittweiten-
steuerung implementiert werden, bei der beispielsweise die aktuelle Rissspitzen-
beanspruchung in Relation zur ertragbaren Rissspitzenbeanspruchung die Zahl
der Zyklen bis zur nichsten Auswertung bestimmt. Auf Basis dieser gesamt-
heitlichen Betrachtung wird somit die ASM als aussichtsreichster Kandidat fiir
die Realisierung in einem expliziten Crash-Code identifiziert, auch wenn die
Methode eine etwas stérkere Netzgrofienabhéngigkeit besitzt.



6. Bruchmechanische
Materialcharakterisierung

In diesem Kapitel werden die in dieser Arbeit verwendeten Methoden und Ver-
suche zur Ermittlung der Bruchzahigkeit fiir diinnwandige Blechwerkstoffe be-
schrieben. Das Ziel ist die Ermittlung von Risswiderstandskurven (R-Kurven)
bzw. kritischer Bruchzéhigkeitsparameter, die in der Simulation in einem Riss-
fortschrittskriteriums an der Rissspitze verwendet werden konnen. Fiir die Er-
mittlung kritischer Bruchzahigkeitsparameter konnen die klassischen Normen
fiir ebene Mode I Probleme, wie beispielsweise ASTM 1820 [3] und ISO 12135
[52] nicht herangezogen werden, da diese Normen fiir die Bewertung von Bau-
teilstrukturen mit grofler Dehnungsbehinderung ausgelegt sind. Aufgrund der
angegebenen Giiltigkeitskriterien kénnen sie fiir die hier untersuchten, diinnen
Blechwerkstoffe nicht verwendet werden. Wie bereits eingangs in Kapitel 1 be-
schrieben, besteht das Gesamtkonzept zur Simulation des lokalen Bauteilversa-
gens im Crash aus einem zweistufigen Prozess. In der ersten Stufe wird die Rissi-
nitiierung an kritischen Stellen der Karosserie mittels eigener Modelle bewertet.
Falls in der Simulation eines dieser Modelle eine Rissinitiierung prognostiziert,
wird an der kritischen Position ein einzelnes Element geltscht. Das entstande-
ne ,,Loch“ bildet den Ausgangspunkt fiir die Beschreibung des Rissfortschritts
in der zweiten Stufe des Versagensprozesses. Somit startet die Simulation des
Rissfortschritt mit einem bereits laufenden Riss und einer Rissverldngerung in
der Grofle der Netzdiskretisierung. Daher wird in dieser Arbeit ein Bruchzéahig-
keitsparameter gesucht, der diesen Bereich des Rissfortschritts beschreibt. In
Abschnitt 3.3.3 wurde bereits der Rissspitzenoffnungswinkel (CTOA) 1), als ge-
eigneter Bruchzihigkeitsparameter fiir stabil wachsende Risse und der Zusam-
menhang mit der Rissspitzenoffnungsverschiebung ds vorgestellt. Die daraus ab-
geleiteten Messmethoden sind mittlerweile in den Normen ASTM 2472 [4] und
ISO 22889 [50] verankert. Allerdings fallen die, in dieser Arbeit untersuchten
kurzen Rissldngen (die sich aus der Netzdiskretisierung ableiten) mit 2.5 mm
bis 4.0 mm aus dem Giiltigkeitsbereich dieser Normen. In der ASTM 2472 wird
beispielsweise ein minimales Rissldngen zu Dicken-Verhéltnis a/B von 4 an-
gegeben, wodurch bei der untersuchten Blechdicke (B = 1.5mm) die minimale
Anfangsrisslinge 6 mm betragen wiirde. Die ASTM 2472 schlégt als Probengeo-
metrien entweder Kompaktzugproben (C(T)-Proben) oder mittengerissene Zug-
proben (M(T)-Proben) vor. Aufgrund der zu erwartenden Probleme durch Aus-
beulen und der Anpassung an die real in Fahrzeugkarosserien auftretenden riss-
relevanten Lastfiille (z.B. ebene Blechstreckung mit Rissinitiierung an Schweiss-
punkten im Bauteilflanschbereich) werden anstelle von C(T)-Proben und M(T)-
Proben in dieser Arbeit einseitig gekerbte Zugproben (SEN(T)-Proben) unter-
sucht.
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6.1. Materialcharakterisierung

Aufgrund der hohen praktischen Relevanz wird als Werkstoff der Warmumform-
stahl 22MnB5 ausgewihlt. Das zugehorige Datenblatt findet sich in [2]. Dieser
Werkstoff besitzt in seinem Ausgangszustand ein ferritisch-perlitisches Gefiige
und ist in der untersuchten Variante (USIBOR® 1500) mit AlSi beschichtet.
Durch diese Beschichtung ist er fiir den sogenannten direkten Prozess geeig-
net. Bei diesem Herstellungsprozess fiir Blechbauteile werden die Blechplatinen
nach dem Beschnitt iiber die Austenitisierungstemperatur erwidrmt, im warmen
Zustand umgeformt und anschliefend in der Presse abgekiihlt. Nach diesem
Prozess besitzt der Werkstoff ein rein martensitisches Gefiige und erhilt damit
seine hohe Festigkeit.

6.1.1. Warmebehandlung

Da alle im nachfolgenden beschriebenen Proben im Ausgangszustand hergestellt
werden, miissen sie anschlielend den oben angefithrten Warmezyklus durchlau-
fen. Dazu werden die Proben in einem Strahlungsofen austenitisiert und fiir
mind. 30 min gehalten. Die anschliefende schnelle Abkiihlung wird in einem
Olbad durchgefiihrt. Zur Reduktion von Eigenspannungen durch den Abkiihl-
prozess werden die Proben im Anschluss noch fiir ca. 5min angelassen. Die
wichtigsten Werkstoffdaten mit den Prozessparametern der Wéarmebehandlung,
die bei der Probenherstellung verwendet werden, sind in Tabelle 6.1 zusammen-
gefasst.

Tabelle 6.1.: Ubersicht der Materialeigenschaften und Prozessparameter fiir die Pro-
benvorbereitung des Warmumformstahls 22MnB5 [2].

E-Modul 210 GPa
Austenitisierungstemperatur 950 °C
Haltezeit 300s
Abkiihlung Olbad
Anlasstemperatur 250°C

im Ausgangszustand:

Elastizitdtsgrenze R0, 2 320 — 550 MPa
Zugfestigkeit R,, 500 — 700 MPa
Bruchdehnung A, >10% mit Ly = 80 mm, ¢ < 3mm

nach Wirmebehandlung:

Elastizitdtsgrenze R0, 2 1100 MPa
Zugfestigkeit R, 1500 MPa
Bruchdehnung Age, 6%
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6.1.2. Uberpriifung der Materialkennwerte

Aufgrund der {iblichen Chargenschwankungen und zur Uberpriifung der durch-
gefithrten Wérmebehandlung werden im ersten Schritt die wichtigsten Materi-
aleigenschaften mit Hilfe von einfachen Zugversuchen ermittelt.
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L D | B 22MnBS Probe 2| _|
1400 22MnBS Probe 3

22MnBS Probe 4
1200 |- T
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800 |- 1
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Abbildung 6.1.: FlieSkurven aus den Zugversuchen fiir 22MnB5.

Tabelle 6.2.: Ergebnisse der Zugversuche des Warmumformstahls 22MnB5 [2].

E-Modul 209.9 GPa
Streckgrenze Ry 2 1130 MPa
Zugfestigkeit R, 1461 MPa
Gleichmafidehnung Ay 3.8%
Bruchdehnung A e, 6.1%

Abb. 6.1 zeigt die aufgenommenen FlieSkurven fiir vier giiltige Zugversuche
und Tab. 6.2 die Materialkennwerte nach Auswertung. Man erkennt nur geringe
Abweichungen zu den Kennwerten im Datenblatt.
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6.2. Probenherstellung und Prédparation

In Abb. 6.2 ist die Probengeometrie der einseitig gekerbten Zugproben zu sehen.

Klemmbereiche
/ Kerbe \
| AR /

Ermiidungsriss

60mm

180mm

300mm

Abbildung 6.2.: Skizze der verwendeten einseitig gekerbten Zugprobe.

Um einen Bruch der Proben an der Einspannung zu verhindern, werden im
Klemmbereich beidseitig kurze Blechstreifen stirnseitig verschweifit. Alle Pro-
ben werden im Ausgangszustand durch Fréasen und Ségeschnitt hergestellt und
anschliefend wéirmebehandelt. Da sich im Strahlungsofen eine Oxidschicht auf
den Proben bildet, die problematisch fiir die weitere Praparation und Aus-
wertung ist, wird die Oxidschicht durch Sandstrahlen entfernt. Im Anschluss
werden die Proben um den Bereich der Kerbe poliert. Im néchsten Schritt
wird am Kerbgrund ein Rasierklingenschnitt mit Diamantpaste eingebracht.
Die Einbringung des Ermiidungsrisses erfolgt im Zugbereich mit einem Span-
nungsverhéltnis R = 0.1 geméB der Vorgaben der ISO 12108 [51]. Die Linge des
Ermiidungsrisses wird dabei in regelméfligen Abstinden unter dem optischen
Mikroskop gemessen.

6.3. Versuchsbeschreibung

Die Bestimmung des kritischen Rissspitzentffnungswinkel ¢ wird iiber den
Umweg der R-Kurven-Messung der Rissspitzenoffnungsverschiebung 5 und ein-
seitig gekerbten Zugproben mit unterschiedlichen Anfangsrisslingen durchge-
fiihrt. In Abb. 6.3 ist der Zusammenhang von . mit d5 zu sehen. Der steile
Bereich zu Beginn der d5-R-Kurve bildet die plastische Ausrundung und das
beginnende Porenwachstum vor der Spitze des Ermiidungsrisses ab. Nach der
Porenvereinigung und der damit verbundenen Rissinitiierung folgt ein Uber-
gangsbereich in dem sich die Scherlippen des stabil wachsenden Risses ausbil-
den. Ab diesem Punkt wichst der Riss mit einem selbstdhnlichen Rissprofil
weiter, wodurch die d5-R-Kurve in diesem Bereich linear ansteigt. In Abhéngig-
keit der Probenform und des Bruchverhaltens, d.h. der Duktilitit des Werk-
stoffs, folgt auf diesen Bereich entweder ein instabiles Risswachstum bis zum
Bruch der Probe (z.B. SEN(T)-Probe), oder die R-Kurve steigt bei langen Ris-
sen durch Constraint-Effekte nochmals stirker an (z.B. C(T)-Probe). Fiir die
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Charakterisierung des stabilen Risswachstums ist der lineare Bereich relevant.
Hier entspricht der Rissoffnungswinkel ¢, dem Steigungswinkel der d5-R-Kurve.
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cToA - 4CTOD _ d5; O =]

T T dAa d Aa d Aa

Abbildung 6.3.: Erklirung des Zusammenhangs zwischen Risséffnungswinkel 1. und
Rissspitzenoffnungsverschiebung d5 [105].

Der gesamte Versuch wird, wie in Abb. 6.4 schematisch dargestellt, an einer
Zugpriifmaschine quasistatisch durchgefiithrt. Wahrend des Zugversuchs werden
mit Hilfe einer 100 kN-Kraftmessdose die Zugkraft, die Rissverldngerung und die
Rissspitzenoffungsverschiebung gemessen. Die dazu notige Messmethodik wird
im Folgenden noch detaillierter beschrieben.

Potentialmethode

Zur kontinuierlichen Messung der Rissverldngerung Aa wird die sogenannte Po-
tentialmethode [62] verwendet. Dazu wird iiber Kontakte in moglichst groBen
Absténden vom Riss ein Strom aus einer Konstantstromquelle durch die Pro-
be geleitet. An weiteren Kontaktpunkten, die in einem Abstand von 2y an der
Stirnseite symmetrisch zum Riss liegen, wird die elektrische Spannung ¢ ab-
gegriffen. Ausgehend von einer Anfangsrisslinge ag, bei der die Spannung ¢q
an den Kontaktpunkten gemessen wird, gilt fiir die Risslénge a wihrend des
bruchmechanischen Versuchs nidherungsweise die GI.

2w cosh ~¥
a="—cos! QWcoshLy (6.1)
™ cosh | -2 cosh™! 2w
¢O COSW

Um mogliche Asymmetrien in der Probenform oder der Temperatur der elek-
trischen Kontakte auszugleichen, empfiehlt es sich, eine Wechselstromquelle mit
rechteckférmigem Ausgangssignal zu verwenden. Bei der Messung der Spannung
muss diese Signalform durch Umpolen mit entsprechender Triggerung durch die
Stromquelle beriicksichtigt werden.

Gl. (6.1)) geht von einer homogenen Stromdichte in einem unendlich auge-
dehnten Streifen aus und liefert somit nur eine Néherung fiir die Risslénge, die in
der praktischen Anwendung rekalibriert werden muss. Als Referenz fiir die Ka-
librierung dient ein Mehrprobenversuch identischer Proben, bei dem die einzel-
nen Versuche bei unterschiedlichen Rissldngen gestoppt und die Rissléngen da-
nach optisch vermessen werden. Dazu werden die Proben fiir 30 min bei 400 °C
geglitht und anschlieflend restermiidet. Durch das Glithen bildet sich auf der
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Abbildung 6.4.: Prinzipdarstellung der Versuchsdurchfiihrung und Messmethodik.
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Bruchfldche ein blauer Oxidfilm (Heat Tinting), der die optische Vermessung
der Risslange an der gebrochenen Probe unter dem Stereomikroskop ermdaglicht.
Mit den zugehorigen Werten der Rissldnge aus der Potentialmethode kann eine
Kalibrierung mit Hilfe des Potenzgesetzes

Aacqr = bAay,, (6.2)

vorgenommen werden, wobei die Parameter b und ¢ optimal angepasst werden.
Diese Prozedur wurde in Vorversuchen durchgefiihrt, und es wurden mit dieser
Methode die Kalibrierfaktoren

b=1.349
c=0.848

bestimmt.

Digitale Bildkorrelation (DIC)

Die Bestimmung der Rissspitzendffnungsverschiebung 5 erfolgt in dieser Ar-
beit mit Hilfe der digitalen Bildkorrelation. Dazu werden mit einer digitalen
Spiegelreflexkamera wihrend der Verformung in regelméfligen Zeitabstéinden
Bilder des Probenausschnittes aufgenommen. Die Kamera wird dabei mit ei-
ner konstanten Bildaufnahmerate von 2 Hz per Fernsteuerung iiber einen PC
betrieben.

Abbildung 6.5.: Bestimmung der Rissspitzensffnungsverschiebung CTOD 65 mit Hil-
fe der digitalen Bildkorrelation.

Um die Auswertung der Rissspitzentffnungsverschiebung einer grofieren Zahl
an Proben zu erleichtern, wurde ein interaktives MATLAB®-Tool entwickelt.
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Nach Auswahl eines rechteckigen Rasters im Bereich der Rissspitze, konnen die
Positionsinderungen der Rasterpunkte (homologer Punkte) aufeinanderfolgen-
der Bilder bestimmt werden. Die Zuordnung der homologen Punkte erfolgt mit
Hilfe der Kreuzkorrelation der Grauwertmuster des gerasterten Bereichs. Wie
in Abb. 6.5 zu sehen ist, wird im ersten Bild die Skalierung in Pixel pro Milli-
meter mit Hilfe eines Mafistabes (Schachbrett) festgelegt. Nach Markieren der
Rissspitze werden die Positionen der zu verfolgenden Punkte in den vertika-
len Abstdnden von £2.5 mm automatisch markiert. Die DIC und Messung der
Rissspitzensffnungsverschiebung 65 fiir die gesamte Bildfolge lduft danach auto-
matisch ab. Zur Erzeugung des stochastischen Grauwertmusters wird die Probe
vor der Messung durch einen mittels Lackspray erzeugten feinen Spriithnebel
gezogen.

6.4. Versuchsergebnisse

In Abb. 6.6 sind die gesammelten, auswertbaren Versuchsergebnisse fiir die un-
terschiedlichen Anfangsrisslangen zu sehen. Man erkennt bei allen Versuchen
den typischen Verlauf der R-Kurven mit starkem Anstieg zu Beginn der Riss-
verlingerung und den darauffolgenden Ubergang in einen annihernd linea-
ren Verlauf. Aufgrund der Probenform, des Materialverhaltens und der Ver-
suchsfithrung tritt nach einem kurzen Risswachstum Instabilitédt auf. Die beob-
achtbaren Rissldngen liegen fiir einen Grofteil der Versuche im Bereich zwischen
3mm und 5mm. Da sich die Rissverlingerung bei Anndherung an den Instabi-
litdtspunkt beschleunigt, fallen in diesen Bereich deutlich weniger Messpunkte.
Zusétzlich unterliegen die Messpunkte in diesem Bereich auch einer gréfieren
Streuung, da das Risswachstum kurz vor Erreichen der Instabilitdt unstetig,
d.h. in Form kleiner Spriinge, erfolgt.

6.4.1. Auswertemethodik

In Abb. 6.7 ist ein typisches Ergebnis eines einzelnen Versuchs dargestellt. Auch
wenn das Ziel fiir die praktische Anwendung in der Crashsimulation in der
Ermittlung eines einzelnen kritischen Rissoffnungswinkels 1. besteht, wird fiir
die weiteren Untersuchungen in dieser Arbeit der gesamte d5-R-Kurven-Verlauf
benétigt.

Zur einfacheren Integration in der Simulation ist es praktikabel, die Versuchs-
daten mit Hilfe einer Modellfunktion anzundhern. Wie in Abb.6.7a gezeigt,
bildet die Modellfunktion

05,80 = bAa + cAa? (6.3)

den experimentellen Verlauf der Daten in guter Ndherung ab. Zur Auswer-
tung des kritischen Rissoffnungswinkels wird der lineare Bereich ab einer Riss-
verlingerung von mind. 1.5 mm (Probendicke) in der d5-R-Kurve gewéhlt. Der
auf diese Weise bestimmte kritische Rissoffnungswinkel wird daher mit 15, be-
zeichnet.
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Abbildung 6.6.: Risswiderstandskurven der einseitig gekerbten Zugproben fiir die
Rissspitzensffnungsverschiebung CTOD 5 bei unterschiedlichen

Anfangsrissldngen (inklusive Kerb)
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Abbildung 6.7.: Auswertung der gemessenen J; — Aa-Risswiderstandskurven und
(a) Parametrierung der Modellfunktion
(b) Ermittlung eines kritischen Rissoffnungswinkels s, .
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6.4.2. Auswertungsergebnisse

Abb. 6.8 zeigt die Ergebnisse der Auswertungen fiir die in Abb. 6.6 dargestell-
ten Versuchsdaten. Die R-Kurven stammen aus den mit den Anfangsrisslangen
korrespondierenden Messreihen.

0.6 T T T T T T T T

0.5

1) 5 [mm]
f=}
w
T

0 1 1 1 1 1 1 L L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5
Aa [mm]

Abbildung 6.8.: 5 — Aa-Risswiderstandskurven der einseitig gekerbten Zugversuche,
ermittelt durch Anpassung der Modellfunktion (6.3) an die Ergeb-
nisse der Messreihen mit unterschiedlichen Anfangsrissldngen.

Man erkennt eine leichte Tendenz zu steileren d5-Aa-R-Kurven mit steigen-
den Anfangsrisslangen. Diese Tendenz lésst sich aber aufgrund der zu geringen
Datenlage nicht statistisch absichern. In Abb. 6.9 sind die Mittelwerte und die
Standardabweichungen der einzelnen Messreihen als Fehlerbalken dargestellt.
Der Gesamtmittelwert aller Versuche ist als durchgéingige, rote Linie und das
zugehorige Streuband (+ eine Standardabweichung) als strichlierte, rote Linie
zu sehen.
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Abbildung 6.9.: Rissoffnungswinkel 15, aus den Messreihen der einseitig gekerbten
Zugversuche mit unterschiedlichem Anfangsrissldngen.
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Nimmt man den Mittelwert und Standardabweichung aller Messungen, so
erhélt man

U5 gos = 4.6° £ 0.5°.

6.4.3. Diskussion und Schlussfolgerung

In [125] wurden experimentelle Untersuchungen des stabilen Risswachstums in
hochstfesten Automobilstihlen durchgefithrt. Dabei wurden die Rissoffnungs-
winkel fiir einen AHSS (DP780) und zwei UHSS (DP980 und Warmumformstahl
mit R, = 1500 MPa) bestimmt. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen sind in
Tab. 6.3 angefiihrt.

Tabelle 6.3.: Messerergebnisse fiir den Risséffnungswinkel . nach [125]. Die
Beifligung T-L bezeichnet eine senkrecht zur Walzrichtung stehende La-
strichtung und L-T eine parallel zur Walzrichtung liegende Last.

Probe DP980 (T-L)  DP980 (L-T)  B-Stahl (L-T)  DP780 (L-T)
e ] 7.0+05 4.7+0.9 3.5+ 0.4 74408

Zieht man nun den Vergleich zwischen den in [125] gemessenen Werten mit
dem Ergebnis in dieser Arbeit, so sicht man zwar, dass der ermittelte Wert von
V55 ges = 4.6 °£0.5° in den Bereich der in Tab. 6.3 aufgelisteten Werte fillt, das
Ergebnis jedoch in Bezug auf den korrespondierenden Bor-Stahl um ca. 1° héher
liegt. Allerdings gibt es starke Unterschiede in den beiden angewendeten Mess-
verfahren. Die in Tab. 6.3 gelisteten Werte wurden mit Hilfe von C(T)-Proben
geméf ASTM 2472 [4] und einem ag/W-Verhéltnis von 0.5 durchgefiihrt. Die
Rissoffnung wurde optisch bestimmt. Damit unterscheidet sich die Messme-
thode in [125] grundsitzlich von der hier gewihlten Messmethode iiber die
Rissspitzoéffnung d5 mit SEN(T)-Proben. Da bereits bei Rissverlingerungen Aa
von 3mm bis 5 mm instabiles Risswachstum einsetzt, konnen mit den SEN(T)-
Proben keine langeren Risse ausgewertet werden, wodurch eine Vergleichbarkeit
der Ergebnisse zusétzlich erschwert wird. Zur Abklarung der Diskrepanz wiren
zukiinftige Untersuchungen mit einer alternativen Probengeometrie und einer
anderen Messmethodik, beispielsweise iiber ein d5-Clip Gage [105] oder iiber
eine digitale Verschiebungs- bzw. Dehnungsanalyse im gesamten Rissspitzenbe-
reich zweckméfig.






7. Rissfortschritt in der
Crash-Simulation

In diesem Kapitel werden die Methoden und Modelle aus Kapitel 5 zur Simulati-
on laufender Risse weiterentwickelt. Die Simulationsergebnisse werden anschlie-
Bend mit den experimentellen Ergebnissen verglichen. Im ersten Schritt wird
die Rissspitzenmodellierung mit Hilfe des Kohésivzonenmodells nach Dugdale
anhand eines Zugversuchs mit einer SEN(T)-Probe iiberpriift und kalibriert.
Dazu wird eine implizite HTM-Simulation in MATLAB® durchgefiihrt. Diese
Simulationsmethode liefert sehr genaue FErgebnisse und ldsst sich aufgrund der
identischen analytischen Ansatzfunktionen direkt auf die nachfolgenden expli-
ziten Simulationen mit Hilfe der ASM-Technik umlegen. Im abschlieffenden Teil
des Kapitels wird die Methode anhand eines quasistatischen Bauteilversuchs an
einem Tiraufpralltriger demonstriert.

7.1. Implizite HTM-Simulation einer SEN(T)-Probe

In Kapitel6 wurde gezeigt, wie der Rissspitzendffnungswinkel 5, mit Hilfe
der d5-R-Kurve gemessen werden kann. Der so ermittelte Winkel kann jedoch
nicht direkt in die Simulation iibertragen werden. Der Grund dafiir liegt in
der vereinfachten Modellierung der Rissspitzenverformung durch das Dugdale-
Modell, das die realen Verformungen nur niherungsweise beschreibt. Zudem
sind die konkret ermittelten Werte fiir den Rissspitzenwinkel sehr stark von
der jeweiligen Definition und Messmethode abhéngig. Dies gilt sowohl fiir die
Simulation als auch fiir den Realversuch. In Abb. 7.1 sind die Risskontur und
zwel in der Literatur benutzte Definitionen des Rissoffnungswinkels skizziert.

S
(a) Dreipunktmethode (b) Vierpunktmethode

Abbildung 7.1.: Moglichkeiten zur Auswertung des Risséffnungswinkels in der Simu-
lation.

Bei der Dreipunktmethode werden ausgehend von der Position der physi-
kalischen Rissspitze die Rissuferverschiebungen in definiertem Abstand hinter
der Rissspitze s bestimmt und mit Geraden durch die physikalische Rissspitze
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verbunden. Der von diesen Geraden eingeschlossene Winkel bildet den Rissoff-
nungswinkel t 3p. Wie man leicht erkennt, ist der Winkel sehr stark von der
Wahl der Schenkelldnge s abhéngig. In [104] wird mit der Vierpunktmethode ei-
ne zweite Variante vorgeschlagen, die sich an der optischen Messung des Rissoff-
nungswinkels [40, 85] orientiert und eine etwas geringere Sensitivitéit beziiglich
der Schenkellinge s aufweist. Dazu werden die Rissflanken, wie in Abb.7.1b
dargestellt, durch Sekanten angenihert, die durch die Rissuferverschiebungen
an der Rissspitze und die Verschiebungen im Abstand s hinter der Rissspitze de-
finiert sind. In der Literatur [40, 105, 108] wird bei diinnen Blechwerkstoffen fiir
diesen Abstand ein Wert in der Gréflenordnung von s = 1 mm vorgeschlagen.
Fiir alle nachfolgenden Simulationen wird diese zweite Variante zur Ermitt-
lung des Rissoffnungswinkels verwendet. Das Ziel der ersten Untersuchung be-
steht nun darin, das Probenverhalten mit Hilfe der Kohésivzonenmodellierung
moglichst genau abzubilden und eine 9 4p-Aa-Kurve aus der Simulation zu er-
mitteln. Neben der v 4p-Aa-Kurve existiert mit der rissschlieSenden Randspan-
nung 7 des Dugale-Modells noch ein weiterer Wert, der mit dieser Simulation
festgelegt werden soll. Um eine sehr hohe Genauigkeit zu erreichen, werden fiir
diesen Zweck Simulationen mit einem hybriden Trefftz-Element durchgefiihrt.

7.1.1. Simulationsablauf

Zur Bestimmung des kritischen Rissoffnungswinkels 1. 4p und zur optimalen
Wahl der Randspannung 7 des Dugdale-Modells wird folgende Strategie gewéhlt:

1. Modellierung des relevanten Rissausbreitungsbereichs durch das hybride
Trefftz-Element

2. Steuerung des Rissfortschritts durch Vorgabe der in Abschnitt 6.4.2 er-
mittelten d5-R-Kurve nach (6.3)

3. Optimale Wahl der Randspannung 7 in der Kohésivzone durch Vergleich
der Kraft-Verschiebungskurven von Simulation und Experiment

4. Ermittlung einer R-Kurve fiir 9. 4p mit Hilfe der Simulation bei optimal
angepasster Randspannung

Der gesamte Simulationsablauf ist in Abb. 7.2 dargestellt. Die duflere Last
wird inkrementell erhoht bis der d5-Wert in der Simulation {iber dem Wert der
R-Kurve liegt. Anschlielend wird der Riss inkrementell verlangert bis der Wert
fiir §5 wieder unter der R-Kurve liegt. Ab einer bestimmten Rissverldngerung,
d.h. ab einer bestimmten Lastverschiebung an der Probe, fithrt eine weitere
Rissverléngerung nicht mehr zu einer Unterschreitung der R-Kurve. Ab diesem
Instabilitatspunkt wéchst der Riss bei konstanter Lastverschiebung weiter.

7.1.2. Simulationsmodell

Als Referenz wird eine Probe mit einer Anfangsrissliange von ag = 4 mm gewéhlt.
Die zugehorige experimentell ermittelte d5-R-Kurve ist in Abb. 6.8 zu sehen.
Abb. 7.3 zeigt die gewahlte Modellierung.
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Abbildung 7.2.: Ablauf der impliziten Simulation des SEN(T)-Versuchs bei vorgege-
bener d5-R-Kurve.

Trefftz-Element

|7 Plane-Stress-Elemente

Abbildung 7.3.: Ausschnitt des FE-Netzes mit einem Trefftz-Element im Rissspit-
zenbereich zur Simulation des Risswachstums
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7.1.3. Ergebnisse

Das Verhalten der Probe und der Ubergang von stabilem zu instabilem Riss-
wachstum lésst sich in Abb. 7.4 sehr leicht ablesen. In Abb. 7.4a erkennt man
anhand des gestuften Verlaufs der d5-R-Kurve das Ablaufschema der Simula-
tion. Die steilen Anstiege entsprechen den Lastverschiebungsinkrementen und
die flachen Abschnitte den jeweiligen Rissverlédngerungen.

0.7 100
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g z
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(a) Rissoffnungsverschiebung CTOD 05 (b) Zugkraft Messung vs. Simulation

Abbildung 7.4.: Ergebnis der impliziten Simulation bei Vorgabe der §5-R-Kurve.

In Abb. 7.4b sind die resultierenden Zugkréfte iiber der Rissverlédngerung aus
der Simulation dem Ergebnis des Realversuchs gegeniibergestellt. Eine gute
Ubereinstimmung der Kraft-Rissverlingerungskurven wird bei einem Wert der
Randspannung des Dugdale-Modells von 7p = 1700 MPa erreicht. Auch bei die-
ser Kurve lisst sich die Instabilitidt ablesen. Ab einer bestimmen Lastverschie-
bung bricht die Probe bei konstanter Verschiebung spontan durch. Es lassen sich
somit die drei Phasen der Rissausbreitung erkennen. Bis zu einer Zugkraft von
55 kN tritt keine Rissverléngerung auf. Danach folgt ein stabiles Risswachstum
bis zu einer Rissverldngerung von 4 mm, gefolgt von instabiler Rissausbreitung.
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Abbildung 7.5.: Spannungsplot der Vergleichsspannung in drei unterschiedlichen
Phasen der Rissausbreitung.

Abb. 7.5 zeigt die Vergleichsspannung in der Umgebung des Trefftz-Element-
bereichs fiir das Kohésivzonenmodell nach Dugdale in den drei Phasen. Wie in
Abb. 7.5a gezeigt, beginnt die Koh#sivzone mit zunehmender Lastverschiebung



7.1 Implizite HTM-Simulation einer SEN(T)-Probe 113

3.5 0.25
—Simulation —Simulation
3 =
0.2F
2.5
e 2 = 015
NG <™ 0.1
1
0.05¢
0.5
0 0
0 1 2 3 4 5 6 0 2 4 6
Aa [mm)] Aa [mm]
(a) Rissoffnungswinkel (b) Rissoffnungsverschiebung d;

nach Vierpunktmethode

Abbildung 7.6.: Ergebnis der impliziten Simulation fiir
(a) Rissoffnungswinkel 1) 4p
(b) Rissoffnungsverschiebung d,.

zu wachsen bis die Rissverldngerung einsetzt. In der darauffolgenden stabilen
Risswachstumsphase (Abb.7.5b) ist fiir eine Rissverlingerung eine Erhohung
der dufleren Lastverschiebung notig. Nach Erreichen des Instabilitdtspunktes
wachsen Riss und Koh#sivzone, wie in Abb. 7.5¢ dargestellt, bei gleichbleiben-
der duBerer Lastverschiebung weiter!. Im Realversuch entspricht dies dem spon-
tanen Bruch der Zugprobe.

Da in jedem Berechnungsschritt die Koeffizienten der analytischen Losung
festgelegt werden, konnen diese zur Berechnung des Rissoffungswinkels nach
der Vierpunktmethode . 4p gemia Gl. (4.54) und der Rissséffnungsverschie-
bung an der physikalischen Rissspitze §; nach Gl. (4.53) verwendet werden. Die
auf diese Weise ermittelten R-Kurven sind in Abb. 7.6 dargestellt. Wie man
sieht, flacht die R-Kurve des Riss6ffnungswinkels mit Beginn des Risswachstums
stark ab. Ein stationdrer Wert, der den laufenden Riss eindeutig charakterisie-
ren wiirde, stellt sich beim Kohésivzonenmodell nach Dugdale im beobachtba-
ren, stabilen Bereich jedoch nicht ein. Daher wird fiir die weiteren expliziten
Simulationen die gesamte 9. 4p-R-Kurve zur Steuerung der Rissverlangerung
verwendet. Wie bei der d5-R-Kurve wird auch der Verlauf der 9 4p-Aa-Kurve,
wie in Abb. 7.6 gezeigt, mit Hilfe einer Polynomfunktion approximiert.

!Das reale Bruchverhalten der Probe im instabilen Bereich wird durch die Steifigkeit der
Priifeinrichtung stark beeinflusst. Durch die Verringerung der Probensteifigkeit infolge der
Querschnittsminderung durch das Risswachstum erfolgt eine Lastverschiebung an der Pro-
be aus der vorgespannten Priifsdule. Die reale Versuchsfithrung entspricht somit keinem
reinen weggeregelten Versuch. Die endliche Steifigkeit der Priifsdule wird in den hier durch-
gefithrten Simulationen jedoch nicht beriicksichtigt.
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O Implizite Simulation
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Abbildung 7.7.: Approximation der v 4p-R-Kurve zur Verwendung in der expliziten
Simulation.

7.2. Explizite ASM-Simulation

Der im Zuge dieser Arbeit implementierte Software-Prototyp zur Durchfithrung
expliziter Rissfortschritts-Simulationen basiert auf einer Software-Kopplung zwi-
schen MATLAB® und LS-DYNA®. Ein kurzer Abriss der Implementierung ist
in AnhangB zu finden.

7.2.1. Simulationsablauf

Wie bereits in Abschnitt 5.6.3 beschrieben, wird bei der ASM ein Element-
Patch in der Umgebung der Rissspitze verwendet. Dieser Patch umschlieit den
Integrationspfad, auf dem das Funktional des quadratischen Anpassungsfehlers
der Randspannungen minimiert wird. Bei einem wachsenden Riss muss sich
dieser Patch dynamisch &ndern konnen, d.h. mit jeder Anderung der Position
der Rissspitze werden neue Elemente gesucht.

Patch-Suche

Anhand der Abb.7.8 wird das Schema zum Auffinden des Element-Patches il-
lustriert. Im ersten Schritt werden alle Koordinaten in das Rissspitzenkoordi-
natensystem (z-Richtung in Rissrichtung) transformiert. Ausgehend von der
Rissspitze an der freien Kante des Testelements werden mit einem vorgege-
benen Radius alle Elemente gesucht, deren Schwerpunkte innerhalb des vor-
gegebenen Suchkreises liegen. Im néchsten Schritt werden die auflenliegenden
Randknoten der aufgefundenen Elemente in mathematisch positiver Richtung
bestimmt. Der resultierende Knotenzug definiert den Integrationspfad fiir das
ASM. Zur Berechnung der Spannungen entlang dieses Knotenzugs wird das
Verfahren des Superconvergent Patch Recovery (SPR) verwendet, das bereits
in Abschnitt 5.4.2 beschrieben wurde. Dazu wird der Patch im letzten Schritt so
erweitert, dass der Pfad (mit Ausnahme der freien Elementkanten) vollstindig
von Elementen umgeben ist.
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=== Risspfad bzw. Rissrichtung

W Element-Patch
Testelement

=== Integrationspfad

Abbildung 7.8.: Auffinden des Element-Patches zur Festlegung des ASM-Randes (In-
tegrationspfad) und zur Rekonstruktion der Randspannung mit Hilfe
des Superconvergent Patch Recovery-Verfahrens (SPR).

Rissausbreitung und Schrittweitensteuerung

Nach der Integration geméf Gl. (5.38) und Gl. (5.39) wird die analytische Lésung
durch Gl. (5.34) im Submodellbereich festgelegt, und es lassen sich Rissoffnungs-
winkel ¥ und Rissrichtung berechnen. Durch Vergleich mit der vorgegebenen
e ap-Aa-Kurve wird bestimmt, ob das Testelement geloscht wird. Im Falle des
Loschens wird ausgehend von der aktuellen Rissspitzenposition die néchste freie
Elementkante in Rissrichtung ermittelt und das nachfolgende Testelement iden-
tifiziert. Der gesamte Algorithmus ist im Anhang B genauer beschrieben. Da die
Berechnung der einzelnen Zeitintegrationsschritte im Crash-Solver unabhéngig
von der Auswertung des Rissoffnungswinkels mittels ASM erfolgt, ist keine Be-
wertung in jedem Zeitschritt notig. Da ein Auswertezyklus mit vergleichsweise
hohen numerischen Kosten verkniipft ist, ist die Einfiihrung einer adaptiven
Schrittweitensteuerung zweckméflig. Fiir die Simulationen, die in dieser Arbeit
durchgefiihrt werden, wird folgende einfache Strategie gewahlt:

1. Vorgabe einer anfinglichen Auswerteschrittweite (Maximalschrittweite)

2. Herabsetzen der Auswerteschrittweite bei Einsetzen der Rissverlingerung
auf einen unteren Grenzwert (z.B. 100 FE-Zeitschritte)

3. Verdoppelung der Schrittweite bis die Maximalschrittweite erreicht ist
oder die néchste Rissverldngerung einsetzt

Mit dieser Strategie kann das Bruchverhalten bei den nachfolgend untersuch-
ten Beispielen gut abgebildet werden?.

2Denkbar wire auch die Einfithrung einer Abhingigkeit der Auswerteschrittweite vom ak-
tuellen Rissspitzenoffnungswinkels bezogen auf den vorgegebenen R-Wert. So kénnten die
Auswerteintervalle bei kritischer Auslastung verkleinert werden, wiahrend die Schrittweiten
bei unkritischer Rissspitzenbeanspruchung gréfler gewahlt werden kénnten. Diese Strategie
wird in der vorliegenden Arbeit aber nicht weiter untersucht.



116 7. Rissfortschritt in der Crash-Simulation

Eine typische Eigenschaft der expliziten Simulation (vor allem bei Verwen-
dung unterintegrierter Elemente) ist die hohe Dynamik der Spannungen. Ins-
besondere durch das Loschen von Elementen treten starke Oszillationen der
Spannungen in den Patch-Elementen auf. Diese Oszillationen kénnen bei einer
ausschlieflichen Bewertung des Rissausbreitungsrisikos mit Hilfe dieser Span-
nungen zu einem falschen (zufélligen) Loschen von Elementen fithren. Um den
Einfluss der Oszillationen zu verringern, werden die Spannungen im Patch mit-
tels gleitender Mittelwertbildung gefiltert. Als Fensterbreite des Mittelwertfil-
ters wird bei den nachfolgenden Simulationen ein Wert von 100 FE-Zeitschritten
gewihlt. Als weitere Konsequenz der Schwingungen sollte die Auswertung nach
jeder Rissverldngerung erst nach einer geeigneten Relaxationszeit stattfinden.
Daher wird eine Untergrenze fiir die Auswerteintervalle in der Grofie der Fens-
terbreite des Mittelwertfilters festgelegt.

Einebnen des Patches in gekriimmten Strukturbereichen (Flattening)

Da die analytischen Lésungen fiir die Rissspitzenfelder im Rahmen der ebenen
Elastizitétstheorie hergeleitet werden, muss bei gekriimmten Strukturen eine
Niherung zur Ubertragung der Spannungsfelder auf die Ebene des Testelement-
Systems gefunden werden. Dazu wird in dieser Arbeit der in [77] vorgeschlagene
Algorithmus verwendet. Die wesentlichen Schritte werden hier kurz skizziert:

1. Alle Patch-Elemente werden in Dreieckselemente geteilt.

2. Ausgehend vom zentralen Element (Testelement) werden die Elemente,
die iiber Kanten mit dem Testelement verbunden sind, tiber diese Kanten
in die Ebene des Testelements rotiert.

3. Uber die neuen, bereits in die Testelement-Ebene gedrehten Elemente
werden entlang der Kanten die weiteren Elemente gesucht und ebenso in
die Ebene rotiert.

4. Im Falle von mehrfach gekriimmten Strukturen entstehen durch das Ver-
fahren mehrdeutige Knotenpositionen. In diesem Fall wird die Knotenpo-
sition durch den Mittelwert représentiert. Die damit einhergehende Ver-
zerrung der Kantenlingen wird fiir die jeweilige Kante gespeichert

5. Schritt 3 und 4 werden wiederholt, bis alle Elemente in die Testelement-
Ebene iiberfiihrt sind.

6. Aufbau eines virtuellen Feder-Masse-Systems, in dem die Kantenverzer-
rungen durch vorgespannte Federn abgebildet werden

7. Relaxation des Feder-Masse-Systems und Zuweisen der resultierenden Kno-
tenpositionen zur Minimierung der gesamten, durch das Einebnen ent-
standenen Verzerrung

Die den Elementen zugeordneten Tensoren der Integrationspunktspannun-
gen werden bei den Drehoperationen als invariant angenommen, d.h. ins ebene
Koordinatensystem mitgedreht. In Abb. 7.9 ist das Ergebnis des Flattening-
Verfahrens fiir einen gekriimmten Patch (Abb. 7.9a) gezeigt (Abb.7.9b).
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(a) Patch vor Flattening (b) Patch nach Flattening

Abbildung 7.9.: Beispiel fiir das Ergebnis des Einebnens (Flattenings).

7.2.2. Simulation der SEN(T)-Versuche

Neben dem Ziel der erhéhten Genauigkeit stellt vor allem die Verringerung der
Netzabhéingigkeit die wichtigste Anforderung an die zu entwickelnde Simulati-
onsmethode dar. Zur Demonstration der Netzabhéngigkeit mit FE-Standard-
methoden werden daher zu Beginn Simulationen mit unterschiedlicher Vernet-
zung der bereits in Abschnitt 7.1 untersuchten SEN(T)-Probe mit 4mm An-
fangsrissldnge durchgefiihrt. Die Rissausbreitung wird iiber das Elementversa-
gen mit dem einfachen Kriterium der maximalen plastischen Dehnung €ps max
mit €ps max ~ € = 6 % simuliert.
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Abbildung 7.10.: Vergleich der Kraft-Lastverschiebungskurven zwischen Versuch
und Standard-FE-Simulation fiir unterschiedliche Netzdiskretisie-
rungen.

Abb. 7.10 zeigt den Vergleich der Kraft-Lastverschiebungskurven der Simu-
lationen mit dem Versuchsergebnis. Man erkennt die starke Netzabhéngigkeit,
die im Falle des 4 mm-Netzes zu einer Uberschitzung der Probenverlingerung
um den Faktor 2.5 fithrt. Weiters sieht man auch, dass die Bauteilsteifigkeit im
Simulationsmodell etwas iiberschétzt wird. Die Ursache fiir diese Abweichung
wird hier jedoch nicht weiter untersucht. Dieselben Simulationen werden nun
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fiir zwei Netzdiskretisierungen (4 mm und 2 mm) mit der ASM-Methode durch-
gefiihrt. Dabei werden mit 7p = 1700 MPa und der in Abb. 7.7 dargestellten
e ap-R-Kurve die in Abschnitt 7.1 aufgefundenen Modellparameter verwendet.
Als Suchradius fiir den Patch wird ein Wert von s = 10 mm festgelegt. Abb. 7.11
zeigt anhand der analytischen Spannungsfelder (von Mises-Vergleichsspannung)
das Verhalten der ASM-Simulation am Beispiel der 4 mm-Netzdiskretisierung
fiir drei verschiedene Rissldngen wéihrend der Simulation.

(a) ASM-Patch bei (b) ASM-Patch bei (¢) ASM-Patch bei
Aa = 0mm Aa =4mm Aa = 36 mm

(d) ASM bei (e) ASM bei (f) ASM bei
Aa = 0mm Aa = 4mm Aa = 36 mm

Abbildung 7.11.: Zum Ablauf der expliziten Simulation des Rissfortschritts in einer
SEN(T)-Probe mit einem ASM, wobei
(a)—(c) die Testelemente (orange) und ASM-Patches (griin) und
(d)—(f) die analytischen Losungen der Vergleichsspannungen
bei den angegebenen Rissldngen zeigen.

In Abb. 7.12 sind die Kraft-Lastverschiebungskurven der Simulation dem Er-
gebnis der Messung gegeniibergestellt. Es zeigt sich eine sehr gute Prognose des
Bruchverhaltens bei gleichzeitig minimaler Netzabhéngigkeit.
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Abbildung 7.12.: Vergleich der Kraft-Lastverschiebungskurven zwischen Versuch
und ASM-Simulationen fiir zwei unterschiedliche Netzdiskretisie-
rungen (2mm und 4 mm).

7.2.3. Komponentenversuch

Als Validierungsbeispiel wird ein einfacher quasistatischer Versuch an einem
Realbauteil durchgefiihrt. Als Beispiel wird dafiir ein pressgehérteter Tiirauf-
pralltriger (22MnB5) gewéhlt. Dieses sehr steife Bauteil hat im Querschnitt
die Form eines W-Profils. Ohne kiinstlich eingebrachte Schwéichung tritt im
Dreipunkt-Biegeversuch kein Versagen durch Rissinitiierung und Rissausbrei-
tung auf. Stattdessen beginnt sich das Bauteil bei sehr hohen Kréften plastisch
zu deformieren, wobei sich die W-Form in diesem Bereich aufweitet. Um ein re-
produzierbares Versagen durch Rissfortschritt zu gewéhrleisten, wird das Bau-
teil daher durch Einbringen eines definierten Sdgeschnitts einseitig geschwécht.
Die Versuchsanordnung und die Schwichung durch den Sageschnitt sind in
Abb. 7.13 zu sehen. Wéhrend des Versuchs werden der Traversenweg der Priifma-
schine und die Druckkraft im Stempel gemessen.

Wie bei den SEN(T)-Proben werden zu Beginn wieder zwei Standard-FE-
Simulationen mit Modellen unterschiedlicher Netzdiskretisierung (5 mm-Netz
und 2.5mm-Netz) durchgefiithrt. Das Simulationsmodell (2.5 mm-Netz) ist in
Abb. 7.14 dargestellt. Als Kriterium fiir das Loschen von Elementen wird wieder
die Bedingung fiir die plastische Vergleichsdehnung epg max > 6% herangezogen.

Abb. 7.15 zeigt den Vergleich der Simulationsergebnisse mit dem Versuchs-
ergebnis. Die Kraft wird in der Simulation iiber einen Fliche-Flache-Kontakt
zwischen Stempel (Starrkérper) und Bauteil bestimmt. Auch hier erkennt man
deutlich das zu spéte Versagen in der Simulation und die starke Netzabhéngig-
keit.

Die Simulationen werden nun fiir beide Netzdiskretisierungen (5mm und
2.5mm) mit der ASM-Methode durchgefiihrt, wobei mit 7p = 1700 MPa und
der 9. 4p-R-Kurve aus Abb. 7.7 wieder dieselben Modellparameter wie bei den
SEN(T)-Proben verwendet werden. Auch fiir den Patch-Suchradius wird bei
beiden Simulationen wieder ein Wert von rg = 10 mm gewahlt. In Abb. 7.16 ist
das Ergebnis der Simulation fiir einen einzelnen Zeitpunkt dargestellt.

Abb.7.16a zeigt das FE-Netz des Tiiraufpralltragers im deformierten Zu-
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Abbildung 7.13.: Dreipunktbiegeversuch des Tiiraufpralltréigers mit eingebrachtem
Ségeschnitt mit 6mm Lénge, bezogen auf den Mittelpunkt des
Ubergangs von Flansch zu Bauteil-Flanke.

Abbildung 7.14.: FE-Modell fiir den Dreipunkt-Biegeversuch mit geschwéchtem
Tiraufpralltriger mit 2.5 mm-Netzdiskretisierung.
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Abbildung 7.15.: Vergleich der Kraft-Lastverschiebungskurven zwischen Versuch
und Standard-FE-Simulation bei zwei unterschiedlichen Netzdis-
kretisierungen
(2.5 mm-Netz und 5 mm-Netz).
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(a) FE-Modell des Tiiraupralltridgers mit ASM-Patch

(b) ASM-Patch im globalen (¢) ASM-Patch nach (d) Analytische
Koordinatensystem Flattening Vergleichsspannung
im Testelementsystem im Riss-KS

Abbildung 7.16.: Ablauf der expliziten Simulation des Dreipunkt-Biegeversuchs mit
dem Tiiraufpralltrager.

stand, wobei die Patch-Elemente und das Testelement farblich mit griin und
orange gekennzeichnet sind. In Abb. 7.16b bis Abb. 7.16d werden die Zwischen-
schritte zur Auswertung durch das ASM genauer erlautert. Der ASM-Patch
(Abb. 7.16b in globalen Koordinaten) wird zuerst durch das in Abschnitt 7.2.1
beschriebene Flattening in die ebene Form {iberfiihrt. Die Darstellung des Pat-
ches in Abb.7.16¢c erfolgt dabei im lokalen Element-Koordinatensystem des
Testelements. Im Anschluss wird der eingeebnete Patch in das Riss-Koordinaten-
system (z-Achse in Rissrichtung und y-Achse senkrecht auf die z-Achse in der
Testelementebene) transformiert und das ASM in diesem Koordinatensystem
angepasst. Abb. 7.16d zeigt das ASM im Riss-Koordinatensystem mit der ana-
lytisch berechneten von Mises-Vergleichsspannung.

Die Simulation zeigt dasselbe Bruchverhalten wie der Realversuch. Ab dem
Zeitpunkt der Rissinitiierung wichst der Riss instabil durch die Bauteil-Flanke
und bleibt beim Erreichen der ersten Kriimmung stationér. Dieser Bruchvor-
gang ist mit einem Kraftabfall auf ca. 60 % des vorherigen Niveaus verbunden.
Abb. 7.17 zeigt die Ergebnisse der Kraft-Weg-Kurven fiir Versuch und Simula-
tion mit den beiden Netzdiskretisierungen. Nach dem Bruchvorgang durch die
Bauteilflanke treten in der Simulation sehr starke Schwingungen in der Kontakt-
kraft auf. Um die Zeitpunkte des Versagens besser darstellen zu kénnen, sind
diese nachfolgenden, stark oszillierenden, Kraft-Kurven der Simulation ausge-
blendet. Auch in diesem Versuch zeigt sich die geringe Netzabhangigkeit und
die vergleichsweise hohe Qualitdat der Prognose.
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Abbildung 7.17.: Vergleich der Kraft-Lastverschiebungskurven zwischen Versuch
und ASM-Simulation mit zwei unterschiedlichen Netzdiskretisie-
rungen
(2.5 mm-Netz und 5 mm)-Netz.

7.3. Diskussion und Ausblick

Zusammenfassend lisst sich feststellen, dass die Rissfortschrittssimulation mit
dem ASM aufgrund der geringen Netzabh#ngigkeit und der numerischen Effizi-
enz ein vielversprechender Kandidat fiir die Anwendung in der Crashsimulation
ist. Es stellt sich nun die Frage, welche Schritte fiir die Industrialisierung der
Methode weiter notig sind. Der erste Schritt zur Weiterentwicklung besteht
darin, die prototypische Umsetzung iiber die Software-Kopplung durch eine In-
tegration iiber User-Routinen in der LS-DYNA-Umgebung zu ersetzen. Durch
diese Vollintegration und der damit verbundenen weiteren Erhéhung der Effizi-
enz konnten erste Erfahrungen mit komplexeren Modellen gesammelt werden.
Es muss jedoch festgehalten werden, dass der praktischen Anwendung auch bei
dieser Implementierung Grenzen gesetzt sind, da die Umsetzung iiber User-
Routinen auf SMP (Shared Memory Processing) beschrénkt bleibt. Der Grund
fiir diese Einschrankung liegt in der nicht-lokalen Bewertungsstruktur des ASM.
Bei einer Simulation mit MPP (Massive Parallel Computing) wird das Simu-
lationsmodell zu Beginn der Rechnung partitioniert und jeder Bereich einem
Rechenknoten zugewiesen. Die zwischen den Rechenknoten noétige Kommuni-
kation in der weiteren Simulation findet iiber MPI (Message Parsing Interface)
statt. Erreicht nun ein ASM-Patch die Grenzen eines Rechenknotens, so sind
die Elementinformationen (Spannungen, Knotenpositionen und Verschiebun-
gen) aus verschiedenen Rechenknoten zu sammeln und gemeinsam zu bewer-
ten. Der damit verbundene Kommunikations-Overhead und auch die nétige
Tiefe des Eingriffs kann iiber User-Routinen nicht mehr ohne Unterstiitzung
des Software-Herstellers umgesetzt werden. Die Erfahrungen, die mit der SMP-
Umsetzung gesammelt werden, kénnen aber als Entscheidungsgrundlage fiir die
weitere Umsetzung der Methode durch den Software-Hersteller dienen.

Neben diesen Schritten in Richtung der Industrialisierung besteht auch auf
methodischer Ebene noch Potential fiir eine Weiterentwicklung. Dies betrifft



7.3 Diskussion und Ausblick 123

vor allem die Rissspitzenmodellierung mit dem Kohésivzonenmodell. Wie be-
reits in Abschnitt 7.1 beschrieben, stellt das Dugdale-Modell die einfachste Va-
riante einer Kohésivzonenmodellierung dar und entspricht durch die vorgegebe-
ne konstante rissschliefende Randkraftdichte einem elastisch-ideal plastischem
Materialverhalten. Zur besseren Abbildung der real auftretenden Rissspitzen-
verformungen wire ein Kohésivgesetz, das die Verfestigung und anschliefende
Entfestigung in der Prozesszone beschreibt, besser geeignet. In Kapitel 4 in Ab-
schnitt 4.2.3 wurde ein erster Ansatz skizziert, wie das Kohésivzonenmodell mit
einer, von der Rissaufweitung abhéingigen Randkraftdichte, umgesetzt werden
konnte. Um einen effizienten Einsatz im Rissfortschrittsalgorithmus zu ermogli-
chen, ist fiir dieses Rissspitzenmodell jedoch noch weitere Entwicklungsarbeit
zu leisten.

Ein anderer Aspekt fiir die methodische Weiterentwicklung betrifft die in die-
sem Kapitel diskutierte Umsetzung des Rissfortschritts in der expliziten Simula-
tion. In der hier beschriebenen Variante findet der Rissfortschritt durch schritt-
weise Elimination der Elemente entlang des Risspfades statt. Wie die Elemente
durch den Solver entfernt werden, kann in den User-Routinen allerdings nicht
beeinflusst werden. Die Erfahrungen zeigt, dass durch jedes Loschen starke Os-
zillationen der Verschiebungen in den angrenzenden Knoten ausgelést werden.
Dies liasst auf ein Loschen der Elemente innerhalb eines oder weniger Berech-
nungszeitschritte schliefen. Um eine stetigere Rissausbreitung zu gewéhrleisten,
wire anstelle des spontanen Loschvorgangs ein gezieltes Schwichen des Test-
elements (Fade Out), das n&dherungsweise mit einem Rissfortschritt durch das
Element in Korrelation gebracht werden kénnte, von Vorteil. Ahnliche Ansitze
finden sich auch bei der Beschreibung des Element-Versagens mit Hilfe von
Schadigungsmodellen.






8. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden analytische Berechnungsmethoden zur Be-
schreibung der Rissausbreitung in der expliziten Crashsimulation mit Hilfe
bruchmechanischer Bewertungskonzepte untersucht. Auf Basis dieser Untersu-
chungen wird im Anschluss ein durchgingiges Simulationskonzept abgeleitet
und prototypisch umgesetzt.

Aufgrund der Charakteristik der expliziten Zeitintegration fiihrt eine lokale
Feinvernetzung zu einer, fiir die industrielle Anwendung unzuléssigen, Erhéhung
der Rechenzeit. In der Serienentwicklung von Fahrzeugkarosserien sehen die Mo-
dellierungsrichtlinien derzeit nominale Elementgréfien im Bereich von 2-5 mm
vor. Insbesondere bei hochstfesten Blechwerkstoffen finden die mafigeblichen
Bruchvorgéinge jedoch auf Skalen statt, die deutlich unter dieser Diskretisie-
rung liegen. Daher reicht die lokale Auflésung der Spannungs- und Dehnungs-
felder nicht aus, um eine korrekte Prognose des Rissfortschritts durch Element-
Elimination beruhend auf kontinuumsmechanischen Schiddigungsmodellen zu
ermoglichen.

Als Alternative zur FEM lassen sich ebene, elastische Rissprobleme mit der
Theorie komplexer Funktionen auch analytisch behandeln. Die analytischen
Losungen kénnen iiber verschiedene Verfahren mit der FEM kombiniert wer-
den und liefern trotz grober Vernetzung eine sehr hohe Auflésung der lokalen
Spannungs- und Dehnungsfelder an der Rissspitze. Auflerdem kénnen die riss-
treibenden Krifte mit diesen Losungen auf direktem Weg ermittelt und in ei-
nem bruchmechanischen Rissfortschrittskriterium angewendet werden. In der
vorliegenden Arbeit wird der analytische Ansatz aufgrund dieser Vorteile ge-
nauer untersucht und eine Methodik zur Erhéhung der Prognosequalitét in der
Crashsimulation ohne drastische Erh6hung der Rechenzeit abgeleitet.

Den ersten Teil bildet die Herleitung der analytischen Losungen fiir die Riss-
spitzenfelder. Neben der linear elastischen Modellierung, die fiir Werkstoffe an-
wendbar ist, bei denen idealer Sprodbruch oder KleinbereichsflieSen auftritt,
werden auch Losungen fiir Kohésivzonenmodelle gesucht. Diese Modellierung
kann trotz Beibehaltung der linear-elastischen Materialbeschreibung fiir elas-
toplastisches Bruchverhalten verwendet werden. Die Rissspitzenplastizitit wird
dabei durch eine virtuelle Verlangerung der Rissspitze, auf der eine rissschlie-
Bende Randspannung wirkt, realisiert. Somit liegt ein linear-elastisches ebenes
Randwertproblem mit einer nicht verschwindenden Kraft-Teilrandbedingung
vor. Eine der wesentlichen Erkenntnisse dieser Arbeit stellt das Auffinden einer
vollstéandigen Basis komplexer Funktionen zur Beschreibung der partikuléren
Losung der Differentialgleichung dar. Diese gefundenen Basisfunktionen geniigen
einerseits der Differentialgleichung und erméglichen andererseits, jeden Rand-
spannungsverlauf in einem beschrinkten Bereich der Rissspitze beliebig genau
zu approximieren. In der weiteren Arbeit wird, um die Komplexitit gering zu
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halten und ein durchgéngiges anwendbares Konzept zu entwickeln, ein konstan-
ter Randspannungsverlauf (Kohésivzonenmodell nach Dugdale) verwendet. Fiir
diesen konstanten Verlauf kann mit Hilfe der komplexen Funktionenbasis eine
geschlossene Losung gefunden werden.

Im zweiten Teil werden drei verschiedene Methoden zur Kombination der ana-
lytischen Rissspitzenfelder in der FEM aufgegriffen, an die gefundenen Lésungen
angepasst und in einer impliziten MATLAB®-Testumgebung implementiert.
Den ersten untersuchten Ansatz bildet die hybride Trefftz-Methode (HTM).
Bei dieser Methode wird der Bereich um die Rissspitze durch ein eigenes, spezi-
elles Element, das sogenannte hybride Trefftz-Element (HTE), modelliert. Die
Ansatzfunktionen des HTE geniigen dabei a priori den zugrunde liegenden Dif-
ferentialgleichungen und Kraft-Teilrandbedingungen an den Rissufern. Diese
Eigenschaft ermdoglicht eine sehr genaue Abbildung der lokalen Spannungs- und
Verschiebungsfelder. Ein Nachteil der Methode ist jedoch, dass bei der Simula-
tion eines sich ausbreitenden Risses das Element mit der Rissspitze mitgefiihrt
werden muss und vorhandene Standard-Elemente ersetzt. Somit muss das Netz
in der Umgebung der Rissspitze laufend neu adaptiert werden. Zudem miissen
die Knotenverschiebungen und Knotenkréfte mit dem umgebenden Netz aus-
getauscht werden, wodurch eine Interaktion in jedem Berechnungszeitschritt
notwendig ist. Eine zweite Moglichkeit, die analytischen Rissspitzenlésungen
mit der FEM zu kombinieren, besteht in der Extended Finite Element Me-
thod (XFEM). Bei diesem Ansatz werden die Knoten in der Umgebung der
Rissspitze mit den analytischen Verschiebungslésungen und die Knoten bereits
durchtrennter Elemente mit Sprungfunktionen angereichert. Durch diese An-
reicherung mit zusétzlichen Freiheitsgraden ist es wie bei der HTM mdglich,
das lokale Verhalten der FE-Losungen stark zu verbessern. Aber auch hier be-
steht der Nachteil, dass mit der Methode eine deutliche Steigerung der Kom-
plexitédt einhergeht. Dies betrifft einerseits die Rissverfolgung, die fiir die ad-
aptive Anreicherung der Knoten in der Rissumgebung nétig ist und anderer-
seits die numerische Integrationsmethode in den durchtrennten Elementen, die
hier durch Subtriangulation speziell angepasst werden muss. Da sowohl bei der
HTM als auch bei der XFEM sehr tief in den Solverablauf eingegriffen wer-
den muss, wird in der Arbeit noch eine dritte Moglichkeit untersucht, die sich
leichter in die praktische Anwendung iiberfithren ldsst. Diese Variante besteht
darin, den Riss, wie bei der der Verwendung von Schidigungskriterien, mit dem
Verfahren der Element-Elimination abzubilden. Die Entscheidung, ob ein Ele-
ment geléscht wird, erfolgt jedoch nicht lokal, d.h. auf Basis der Dehnungen
und Integrationspunktspannungen im Element, sondern durch ein analytisches
Submodell (ASM). Dieses Modell wird iiber die Anpassung der analytischen
Spannungslosungen an das FE-Modell mit geniigend grofem Abstand von der
Rissspitze realisiert. Die Methode besitzt zwar den Nachteil, dass der Diskre-
tisierungsfehler im FE-Netz das Ergebnis stiarker beeinflusst, als bei den zuvor
beschriebenen Methoden, hat aber den groflen Vorteil, dass nur iiber den Pro-
zess des Element-Loschens in den Solverablauf eingriffen wird. Daher kénnen
die Auswertungszyklen unabhéngig von den FE-Zyklen gewéhlt werden, was
den numerischen Overhead vergleichsweise gering hélt.

Zur Konzeptionierung des durchgéngigen Simulationsverfahrens gehort auch
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die experimentelle Ermittlung des Risswiderstandes. Zu diesem Zweck werden
bruchmechanische Versuche an einseitig gekerbten Zugproben durchgefiihrt, bei
denen die Rissoffnungsverschiebung ¢5 in Abhéngigkeit der Rissverlingerung
Aa gemessen wird. Aus der Risséffnungsverschiebung 05 ldsst sich der Rissoff-
nungswinkels 1., der fiir laufende Risse eine geeignete Bruchkenngrofie darstellt,
ableiten. Aufgrund der hohen praktischen Relevanz werden die experimentellen
Untersuchungen und die Erarbeitung des Versuchskonzepts anhand des War-
mumformstahls 22MnB5 im gehérteten Zustand durchgefiihrt.

Im letzten Teil der Arbeit wird eine Methode zur expliziten Simulation des
Rissfortschritts durch eine Software-Kopplung zwischen MATLAB® und LS-
DYNA® entwickelt. Anhand der Ergebnisse der bruchmechanischen Versuche
und eines Dreipunkt-Biegeversuchs an einem Realbauteil wird die Simulations-
methode validiert. Diese Validierung zeigt eine gute Ubereinstimmung der Simu-
lationsergebnisse mit den experimentellen Ergebnissen bei gleichzeitig geringer
Netzabhéngigkeit. Zusammenfassend zeigt die Arbeit, dass die ASM-Methode
das Potential besitzt, die Prognosequalitét bei der Beschreibung des Rissfort-
schritts in der Crashsimulation mit nur geringen zusétzlichen Berechnungskos-
ten stark zu verbessern. Auf dem Weg zu einer industriellen Anwendung muss
jede neue Methode einen mehrstufigen Absicherungsprozess durchlaufen. Dafiir
muss die derzeitige prototypische Umsetzung im ersten Schritt durch die volle
Integration im Crash-Solver auf die nidchste Entwicklungsstufe gehoben werden.
Erst dadurch kénnen Simulationen komplexerer Fahrzeugkomponenten bzw.
erste Simulationen auf Gesamtfahrzeugebene durchgefithrt werden, um die wei-
teren Schritte in Richtung Industrialisierung einzuleiten.






A. Untersuchung der Netzabhangigkeit

In diesem Anhang werden ergéinzende Untersuchungen zur Bewertung der hybri-
den Trefftz-Methode (HTM) und der analytischen Submodell-Methode (ASM)
in Hinblick auf die Netzabhéngigkeit présentiert. Wie bei jedem Diskretisie-
rungsverfahren ist diese Abhéngigkeit auch bei den hier vorgestellten Model-
lierungsmethoden vorhanden. Durch eine entsprechende Variation der Einfluss-
groffen und dem Vergleich der Ergebnisse mit dem Referenzwert lésst sich das
Ausmafl der Netzabhingigkeit besser einschitzen. Auflerdem konnen auf Ba-
sis dieser Untersuchungen zukiinftige Strategien zur Verringerung der Netz-
abhéngigkeit entwickelt werden. Den Ausgangspunkt fiir alle Untersuchungen
bildet die Risskonfiguration aus Tab. 5.2.

A.1. Einfluss von Geometrie und Netzdiskretisierung

Im ersten Abschnitt wird der Einfluss der Elementgrofien und der Grofien des
Rissspitzenbereichs untersucht. Die Rechnungen werden jeweils fiir das linear
elastische Rissspitzenmodell und das Kohésivzonenmodell nach Dugdale durch-
gefiihrt.

A.1.1. Hybride Trefftz-Methode (HTM)

Abb. A.1 zeigt die Darstellungen fiir die von Mises-Vergleichsspannung bei Va-
riation der Elementgréfien von 1.25 mm bis 5.0 mm und Variation der Grofle des
hybriden Trefftz-Elements (HTE) von 5x5mm iiber 10x10 mm bis 15x20 mm.
In Abb. A.2 sind die zugehoérigen Spannungsintensitéitsfaktoren Ki iiber der
Grofle des HTE-Bereichs aufgetragen, wobei diese durch die Ausdehnung in y-
Richtung rs représentiert wird. Die berechneten Werte sind dem exakten Wert
nach [80] gegeniibergestellt. Bis auf das 4-knotige TE (5 mm-Netz, 5x5mm-
HTE) sind nur geringe Abweichungen zum Referenzwert vorhanden, wobei sich
ein Konvergenzverhalten in Richtung groflerer HTE-Bereiche und kleinerer Ele-
mentkantenldngen erkennen lésst.

Eine dhnliche Charakteristik zeigt sich auch fiir die entsprechenden Ergeb-
nisse in Abb. A.3 und Abb. A .4 fiir das Kohésivzonenmodell nach Dugdale. Als
Bruchkenngréfie wird hier die Risstffnungsverschiebung an der physikalischen
Rissspitze gewahlt. Da es fiir diese Grofle keine Referenzwerte aus der Litera-
tur gibt, dient als Vergleichswert das Ergebnis einer hochaufgelosten Standard-
FE-Simulation. Man erkennt auch hier eine Konvergenz in Richtung kleinerer
Elementgrofien und groBerer HTE-Bereiche, wobei eine kleine Abweichung des
Ergebnisses beim 15x20 mm-HTE zu sehen ist.
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Abbildung A.1.: Vergleich der Spannungsplots fiir die von Mises-Spannungen der
HTM-Simulationen fiir das linear elastische Rissmodell bei Variati-
on der Netzgrofe (1.25 mm bis 5mm) sowie der Grofie des Trefftz-
Elementbereichs (5x5mm, 10x10 mm und 15x20 mm)
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Abbildung A.2.: Simulationsergebnisse (HTM) fiir den Spannungsintensitétsfaktor
K7 bei linear-elastischer Rissspitzenmodellierung fiir die Testkonfi-
guration in Tab. 5.2 bei Variation der Netzgrofie (1.25 mm bis 5 mm)
und der Grofie des Trefftz-Elementbereichs (5x5 mm, 10x10 mm und
15x20 mm).
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Abbildung A.3.: Vergleich der Spannungsplots fiir die von Mises Spannungen der
HTM-Simulationen fiir das Kohésivzonenmodell nach Dugdale bei
Variation der Netzgréfie (1.25mm bis 5mm) sowie der Grofle des
Trefftz-Elementbereichs (10x5 mm, 10x10 mm und 15x20 mm)
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Abbildung A.4.: Simulationsergebnisse (HTM) fiir die Rissoffnungsverschiebung d;
beim Kohé#sivzonenmodell nach Dugdale fiir die Testkonfiguration
in Tab. 5.2 bei Variation der Netzgrofie (1.25 mm bis 5mm) und
der Grofe des Trefftz-Elementbereichs (10x5 mm, 10x10 mm und

15x20 mm).
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A.1.2. Analytische Submodelltechnik (ASM)

Auch fiir die ASM werden mit Hilfe von Variantenrechungen die Einfliisse
von Netzdiskretisierung und Grofle des ASM-Patches untersucht. Die Element-
groBen werden dabei zwischen 1 mm und 4 mm und die Werte fiir den Such-
radius rs zwischen 8 mm und 12mm variiert. Zusétzlich wird auch noch der
Einfluss des zu minimierenden Funktionals untersucht, wobei die Berechnungen
fiir das erweiterte Potential II,. und fiir das Funktional des quadratischen An-
passungsfehlers der Randspannungen IIa, durchgefiithrt werden. Die zugehori-
gen Plots fiir die von Mises-Vergleichsspannungen sind in Abb. A.5 zu sehen.
Fiir die Berechnung der Spannungsplots wird das erweiterte Potential gewahlt.
Abb. A.6 zeigt das Ergebnis fiir die Spannungsintensititsfaktoren der Varian-
tenrechnungen. Anhand der durchgefithrten Rechnungen lésst sich beim line-
ar elastischen Rissspitzenmodell kein systematischer Unterschied der Ergebnis-
se fiir beide Funktionale ableiten. Auch das Konvergenzverhalten in Richtung
grofferer ASM-Bereiche und feinerer Netze ist nicht erkennbar. Man erkennt
stattdessen eine leichte Abhéngigkeit des Ergebnisses von der Netzfeinheit, die
bei allen ASM-Groéflen in etwa gleich grof ist.

In analoger Weise werden die Variantenrechnungen auch fiir das Dugdale-
Modell durchgefiihrt. Die entsprechenden Spannungsplots sind in Abb. A.7 und
die Risso6ffnungsverschiebungen fiir die drei untersuchten ASM-Groéfien in Abb.
A.8 gezeigt. Hier kann man erkennen, dass die mit dem erweiterten Potential
berechneten Werte systematisch zu klein sind. Der Grund dafiir liegt in der prin-
zipiell unterschiedlichen Modellierung zwischen Grobmodell und Submodell. Da
im Grobmodell keine lokale plastische Zone an der Rissspitze dargestellt wer-
den kann, sind die Verschiebungen in diesem Bereich kleiner. Diese zu geringen
Verschiebungen werden somit auch auf das Submodell iibertragen und resul-
tieren in einer systematisch zu geringen Rissspitzenoffnungsverschiebung dy 11, -
Beziiglich des Konvergenzverhaltens ldsst sich hier erkennen, dass mit zuneh-
mender Patch-Grofle die Streuung der Ergebnisse geringer wird und sich dem
exakten Wert annéhert. Daraus ldsst sich ableiten, dass der Patch geniigend
grof3 sein sollte, um den Einfluss des Diskretisierungsfehlers auf das Ergebnis
entsprechend gering zu halten.
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Abbildung A.5.: Vergleich der Spannungsplots fiir die von Mises-Spannungen der
ASM-Simulationen fiir das linear-elastische Rissspitzenmodell bei
Variation der NetzgroBe (1 mm bis 4 mm) sowie der Grée des Sub-
modellbereichs, gegeben durch den Suchradius r, (8 mm bis 12 mm).
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Abbildung A.6.: Simulationsergebnisse (ASM) fiir den Spannungsintensitétsfaktor
K bei linear-elastischer Rissspitzenmodellierung fiir die Testkonfi-
guration in Tab. 5.2 bei Variation der Netzgrofie (1 mm bis 4 mm)
und der Grofle des Submodellbereichs, gegeben durch den Suchra-
dius 75 (8 mm bis 12mm).
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Abbildung A.7.: Vergleich der Spannungsplots fiir die von Mises-Spannungen der
ASM-Simulationen fiir das Kohésivzonenmodell nach Dugdale bei
Variation der NetzgroBe (1 mm bis 4 mm) sowie der Grée des Sub-
modellbereichs, gegeben durch den Suchradius r, (8 mm bis 12 mm).
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Abbildung A.8.: Simulationsergebnisse (ASM) fiir die Risséffnungsverschiebung &
beim Kohésivzonenmodell nach Dugdale fiir die Testkonfiguration
in Tab. 5.2 bei Variation der Netzgréfie (1 mm bis 4mm) sowie
der Grofle des Submodellbereichs, gegeben durch den Suchradius
rs (8mm bis 12mm).
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A.2. Einfluss von NetzunregelmaBigkeit

Im letzten Teil der Untersuchungen wird die Sensitivitdt der ASM-Simulation
in Hinblick auf Netzunregelméfigkeiten untersucht. Dazu werden die innen
liegenden Knotenpositionen mittels Zufallszahlen in unterschiedlichen Stérken
verdndert. Abb. A.9 und Abb.A.11 zeigen die jeweiligen Spannungsplots fiir
das linear-elastische Rissspitzenmodell und das Kohé&sivzonenmodell nach Dug-
dale. Bereits rein optisch erkennt man, dass es zwar einen Einfluss der Net-
zunregelméBigkeiten gibt, sich dieser aber bei den hier ersichtlichen Netzunre-
gelméfigkeiten in Grenzen hilt. Dies zeigt sich ebenso anhand der Ergebnis-
se fiir die Spannungsintensititsfaktoren in Abb. A.10 und der Rissoffnungsver-
schiebungen in Abb. A.12.
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Abbildung A.9.: Vergleich der Spannungsplots fiir die von Mises-Spannungen von
ASM-Simulationen fiir das linear-elastische Rissspitzenmodell bei
drei unterschiedlich starken Netzunregelméfigkeiten.
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Abbildung A.10.: Simulationsergebnisse (ASM) fiir den Spannungsintensititsfaktor
K1 bei linear-elastischer Rissspitzenmodellierung fiir die Testkon-
figuration in Tab. 5.2 bei drei unterschiedlich starken Netzunre-
gelméBigkeiten.
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Abbildung A.11.: Vergleich der Spannungsplots fiir die von Mises-Spannungen von
ASM-Simulationen fiir das Kohésivzonenmodell nach Dugdale bei
drei unterschiedlich starken Netzunregelméfigkeiten.
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Abbildung A.12.: Simulationsergebnisse (ASM) fiir die Risséffnungsverschiebung d;
beim Kohésivzonenmodell nach Dugdale fiir die Testkonfiguration

in Tab. 5.2 fiir drei unterschiedliche starke Netzunregelméfigkei-
ten.



B. Umsetzung des ASM durch
Software-Kopplung

Der Algorithmus zur expliziten Simulation der Rissausbreitung ist in einem
Software-Prototyp mit Hilfe einer TCP/IP-Kopplung von MATLAB® mit LS-
DYNA® realisiert. Eine umfassende Dokumentation des gesamten erstellten
Software-Codes wiirde an dieser Stelle zu weit fithren. Die Darstellung be-
schrénkt sich daher auf die wichtigsten Komponenten.

B.1. Ablauf der Simulation

Im Wesentlichen erfolgt die Steuerung des gesamten Ablaufs im MATLAB®-
Teil der Software. Dazu wird in der Initalisierungsphase, wie in Abb. B.1 gezeigt,
die gesamte Geometrie- und Netzinformation des Bauteils an MATLAB® ge-
sendet. Aus dieser Information wird im MATLAB®-Teil des Codes ein FE-Netz
erzeugt und der Element-Patch um das vorgegebene Testelement gesucht.

Nach Ablauf der ersten Auswerteschrittweite findet wieder eine Kopplung
statt. Wihrend dieser Zeit bleibt die Berechnung in MATLAB® geblockt, bis
von LS-DYNA® die Zeit des aktuellen Integrationsschrittes gesendet wird. Auf
den Empfang dieser Simulationszeit reagiert der MATLAB®-Teil durch das
Senden der Anforderung der Knotenpositionen und Spannungen fiir den Patch.
Gleichzeitig wird bei dieser Kopplung auch die Liste der zu léschenden FEle-
mente an LS-DYNA® gesendet. Falls keine Elemente geloscht werden sollen,
bleibt diese Liste entsprechend leer. Nach dem Empfangen der Knoten- und
Elementliste, sowie der Zeit bis zum néchsten Auswerte-Zyklus werden im LS-
DYNA®_Teil die entsprechenden Knotenpositionen gesucht und mit Hilfe des
Flattening-Algorithmus auf die ebene Darstellung iiberfiihrt. Dasselbe gilt auch
fiir die Elementschwerpunkte. Diese eingeebneten Positionen werden gemeinsam
mit den Integrationspunktspannungen im lokalen System des Testelements an
MATLAB® gesendet. In MATLAB® werden anschliefend die Spannungen ent-
lang des Knotenzugs mit Hilfe des SPR. berechnet und auf das ASM {ibertragen.
Nach erfolgter Anpassung im ASM kann der Risséffnungswinkel berechnet wer-
den. Falls das Ergebnis des Riss6ffnungswinkels den vorgegebenen kritischen
Wert iibersteigt, wird das aktuelle Testelement an LS-DYNA® gesendet, um
im néchsten Berechnungszeitschritt geloscht zu werden. Der Patch wird in Riss-
richtung mit Hilfe der in MATLAB® gespiegelten Netzinformation neu gesucht
nach Ablauf der Zeit bis zum néchsten Auswertungszyklus beginnt die Auswer-
tung von neuem. Das Ablaufschema einer Auswertung ist in Abb.B.2 darge-
stellt.
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MATLAB®

Start
Vorgabe:
Bauteil-Part-ID (PID),
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* Ermittlung des Riss -
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* Patch-Elementnummern ( EIDS patch)

l

C Start von Cycle 1

Abbildung B.1.: Ablauf der Initialisierungsphase im ersten Berechnungszyklus nach
Start des FE-Solvers.
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Abbildung B.2.: Ablauf eines Auswertezyklus mit der Darstellung der Informatio-
nen, die zwischen MATLAB® und LS-DYNA® ausgetauscht wer-

den.
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B.2. Softwarestruktur

In Abb.B.3 ist die Struktur der wesentlichen MATLAB®-Klassen abgebildet.

FlementPatch AnalyticalSubmodel Visualization
‘Wichtigste Attribute: P - 'Wichtigste Attribute:
submesh Wichtigste Attribute: M g :

1gul

critical_element r.*COh pfnel
visualization S1emd_y P mesh_vtk
transformation ‘Wichtigste Aufgaben: —=
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analy{ic submodel Rissspitzenfunktionen > Onlm? qu1t01‘1ng
Wichi = Aufeaben: (Spannungen und der Rissspitze

ichtigste Aufgaben: Verschiebungen) Kontrolle und Fehlersuche

Transformation der Spannungen
und Verschiebungen ins Riss-KS
Bereitstellung der
Randspannungen und
Verschiebungen

Anpassung an den
Spannungsrand

Berechnung von CTOD und
CTOA

\ 4
Mesh L2CrackPropagation Socket
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element_ids socket server

. . client
node_ids transformation host
connectivity < visualization > 0;
connectivity_inv patches po. -
clement centers crack length Wichtigste Aufgaben:
Wichtigste Aufgaben: ‘Wichtigste Aufgaben: Steuerung und .

. Datenaustausch mit

Management und Rissverfolgung Steuerung des Ablaufs LS-Dyna
durch FE-Netz Kommunikation mit LS-Dyna Y

Abbildung B.3.: Ubersicht der wichtigsten MATLAB®-Klassen fiir die Implemen-
tierung der ASM

Die gesamte, oben beschriebene, Ablaufsteuerung findet in der zentralen
L2CrackPropagation-Klasse statt. Die Bauteil-Geometrie sowie der Element-
Patch sind als Instanzen der Mesh-Klasse abgespeichert. Diese Klasse beinhaltet
auch samtliche Methoden zur Geometrie-Suche, die zur Steuerung der Rissaus-
breitung benétigt werden. Die eigentliche Berechnung des Rissoffnungswinkels
mit Hilfe der Anpassung der analytischen Spannungslésungen an den Patch er-
folgt in der AnalyticalSubmodel-Klasse. Zwecks Kontrolle und Illustration des
Simulationsablaufs existiert noch eine Visualization-Klasse, welche die Verfor-
mungen des gesamten Bauteils, die Anderungen der Patch-Konfigurationen so-
wie die Spannungsplots des ASM in jedem Auswertezeitschritt darstellen kann.
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