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Kurzfassung

Die Rissinitiierung an Poren, die aus Computertomographie-Bildern (CT-Bilder) erstellt wer-
den, soll mit dem kombinierten Kriterium effizient vorhergesagt werden. Das kombinierte
Kriterium sagt, dass ein Riss initiiert, wenn sowohl das Spannungs-Kriterium als auch das
Energie-Kriterium erfiillt sind. Laut dem Spannungs-Kriterium muss die Spannung bis zur
Rissinitiierungslénge grofer als eine kritische Spannung sein. Laut dem Energie-Kriterium
muss die Energiefreisetzungsrate bei der Rissinitiierungsldnge mindestens so grof wie die
kritische Energiefreisetzungsrate des Materials sein. Fiir die Vorhersage der Rissinitiierung
wird ein Mehrskalen-Ansatz verwendet, der aus einem Bauteilmodell, einem lokalen Mo-
dell mit einer Pore und einem Rissmodell besteht. Das Bauteilmodell ermittelt den Deh-
nungstensor, der mit periodischen Randbedingungen als Belastung auf das lokale Modell
aufgebracht wird. Das lokale Modell enthéilt die Pore aus einem CT-Bild. Der ,Marching
Cubes“-Algorithmus extrahiert die Porenoberfliche aus dem CT-Bild und mit FEM wird
das lokale Modell simuliert. Die Ergebnisse der FEM-Simulation und die Kriimmungen der
extrahierten Porenoberfliche werden an das Rissmodell {ibergeben, das die grofiten Haupt-
normalspannungen und die Energiefreisetzungsraten ermittelt. Die groften Hauptnormal-
spannungen und die Energiefreisetzungsraten kénnen mit FEM-Simulationen berechnet wer-
den, was aber zu zeitaufwéndig ist, wenn jede Position auf der Porenoberfliche bewertet
werden soll. Deswegen sagt stattdessen ein statistisches Modell, das auf mehr als 98000 im
Vorhinein durchgefithrten FEM-Simulationen basiert, die groften Hauptnormalspannungen
und die Energiefreisetzungsraten vorher. Daraus berechnet das kombinierte Kriterium mit
den Materialparametern einen Versagensindex. Wenn der Versagensindex kleiner als Eins ist,
wird keine Rissinitiierung vorhergesagt, ansonsten initiiert unter der aufgebrachten Last laut
dem Kriterium ein Riss. Der vorhergesagte Versagensindex weicht in einem Beispiel um 15%
von einem mit Submodellen berechneten Versagensindex ab.



Abstract

This thesis aims to efficiently predict crack initiation from pores using the combined cri-
terion. The pores are created out of computed tomography (CT) images. The combined
criterion states that a crack initiates when both the stress criterion and the energy criterion
are fulfilled. According to the stress criterion, the stress up to the crack initiation length
must be greater than a critical stress. According to the energy criterion, the energy release
rate at the crack initiation length must be at least as high as the critical energy release rate
of the material. A multi-scale approach is used to predict crack initiation and consists of a
component model, a local model with one pore, and a crack model. The component model
determines the strain tensor, which is applied as a load on the local model with periodic
boundary conditions. The local model contains the pore from the CT image. The ,Marching
Cubes” algorithm extracts the pore surface from the CT image. The local model is simula-
ted with FEM. The results of the FEM simulation and the curvatures of the extracted pore
surface are transferred to the crack model, which determines the largest principal stresses
and the energy release rates. The largest principal stresses and the energy release rates can
be obtained by FEM simulations, but this is too time-consuming. So instead of FEM si-
mulations, a statistical model based on more than 98000 FEM computations simulated in
advance predicts the highest principal stresses and the energy release rates. The combined
criterion predicts a failure index from the material parameters, the predicted greatest prin-
cipal stresses, and the predicted energy release rates. If the failure index is less than one,
no crack initiation is predicted, otherwise a crack initiates under the applied load according
to the criterion. In an example, the predicted failure index deviates by 15% from a failure
index computed with submodels.
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Kapitel 1

Einleitung

Fiir den Festigkeitsnachweis von Bauteilen werden haufig Vergleichsspannungen verwendet.
Beispielsweise kann fiir sprode Materialien die Tresca-Spannung fiir den in Abbildung 1.1
dargestellten Zugstab berechnet werden. Wenn die Spannung an einer Stelle die Festigkeit
erreicht, versagt das Bauteil laut der Hypothese.

S, Tresca

(Avg: 75%)
+3.066e+02
+2.812e+02
+2.557e+02
+2.303e+02
+2.049e+02
+1.795e+02
+1.541e+02
+1.286e+02
+1.032e+02
+7.779e+01
+5.237e+01
+2.695e+01
+1.528e+00

Abbildung 1.1: Zugstab

Eine Pore ist ein Hohlraum im Inneren des Materials, die durch die Herstellung oder durch
relaxierende Eigenspannungen entstehen kann. Bis auf wenige Ausnahmen, wie beispielsweise
Schaumstoffe, sind Poren im Bauteil nicht erwiinscht. Wenn allerdings eine Pore vorhanden
ist, kann der Festigkeitsnachweis mit den Vergleichsspannungen nur mehr in homogenisierter
Form erbracht werden, da die Pore zu klein ist, um sie auf der Bauteilebene darstellen zu
konnen. Eine homogenisierte Betrachtung ist fiir viele Falle nicht hinreichend genau. Wenn
das Material sprode ist, kann die Pore mit der linear elastischen Bruchmechanik bewertet
werden. Dazu wird die Pore als Riss angenommen und es wird iiberpriift, ob dieser Riss
wachsen kann. Die Pore als Riss anzunehmen ist aber zu konservativ.

In dieser Arbeit wird stattdessen versucht, mit dem kombinierten Kriterium [1] vorherzu-
sagen, ob an der Pore ein Riss entsteht. Diese Rissinitiierung wird als Versagen gewertet. Die
Hypothese ist, dass mit einem Mehrskalen-Ansatz die Rissinitiierung an der Pore effizient
vorhergesagt werden kann.

Der Mehrskalen-Ansatz ist in Abbildung 1.2 illustriert. Der Spannungstensor wird im
Bauteilmodell an der Stelle berechnet, an der sich eine Pore befindet. Das lokale Modell
simuliert die Pore, wobei der Spannungstensor vom Bauteilmodell als Belastung aufgebracht
wird. Um zu bewerten, ob ein Riss an der Porenoberfliache initiiert, werden Rissmodelle an
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mehreren Positionen auf der Porenoberfliche ausgewertet. Mit den Ergebnissen der Rissmo-
delle soll die Rissinitiierung fiir sdmtliche Positionen an der Porenoberfliche vorhergesagt
werden.

Bauteilmodell (> 1 mm) lokales Modell (100-400 pm) Rissmodell (ca. 50 pm)

Abbildung 1.2: Mehrskalen-Ansatz

Die Porengeometrie im lokalen Modell wird aus einem Computertomographie-Bild (CT-
Bild) extrahiert. Ein CT-Bild ist in Abbildung 1.3 mit der roten extrahierten Porenoberfliche
dargestellt. Das CT-Bild besteht aus mehreren zweidimensionalen Graustufenbildern, die
iibereinandergestapelt sind. Die Porenoberfliache ist die Grenze zwischen den hellen Poren
und dem dunklen Material.

z Y
X

Abbildung 1.3: CT-Bild mit rot eingezeichneter Pore



Kapitel 2

Theorie

Die Bruchmechanik setzt voraus, dass bereits Risse im Material vorhanden sind und bewertet,
ob sich Risse ausbreiten und wenn ja, wie schnell sie wachsen. Im Gegensatz dazu stellt diese
Arbeit die Frage, ob Risse im Material an einer Porenoberfliche entstehen, also initiieren.
Initiiert unter einer gewissen Belastung ein Riss, wird das als Versagen gewertet.

Die Rissinitiierung wird mit dem kombinierten Kriterium vorhergesagt. Das ist eine
Kombination aus dem Spannungs-Kriterium (o-Kriterium) und dem Energie-Kriterium (G-
Kriterium). Um das kombinierte Kriterium fiir 3D Probleme einsetzen zu konnen, miissen
Annahmen iiber den Spannungsverlauf und die Rissflachengeometrie getroffen werden.

Diese Arbeit beschrankt sich auf ein linear elastisches Materialmodell mit kleinen Defor-
mationen und verzichtet auf die Simulation von Kontakt an den Rissflachen. Kontakt an den
Rissflachen tritt auf, wenn eine Kraft den Riss zusammendriickt und somit die Rissinitiie-
rung behindert. In dieser Arbeit wird nur die Rissinitiierung zufolge einer Mode I Belastung
betrachtet. Bei einer Mode I Belastung 6ffnet sich der Riss und es tritt kein Kontakt an
den Rissflachen auf. Eine Mode I Risséffnung ist nicht moglich, wenn eine Kraft den Riss
zusammendriickt.

2.1 Spannungs-Kriterium

Laut dem o-Kriterium initiiert ein Riss mit der Lange a;,;;, wenn

Okrit

Oloca,,, = Okrit DZW. M >1 (2.1)
erfiillt ist. Die Spannung o(a) als Funktion der Tiefe a muss mindestens so grof wie die
kritische Spannung oy,.;; sein. Letztere ist ein Materialparameter und kann als Festigkeit
interpretiert werden, entspricht jedoch nicht der herkdmmlichen Festigkeit des Materials,
die im Materialdatenblatt steht. Die Festigkeit aus dem Materialdatenblatt bezieht sich auf
ein homogenisiertes Material, das bereits Fehlstellen enthélt. Im Gegensatz dazu wird mit
der kritischen Spannung oy,.;; die Festigkeit an einer Fehlstelle bewertet. Da diese Fehlstelle
nun explizit behandelt wird, muss sie nicht mehr durch die Materialparameter homogenisiert
werden. Die Spannung o(a) kann analytisch oder mit der Finite Elemente Methode berechnet

werden.



Sind Poren in einem Material, fithrt die Kerbwirkung zu einer Spannungsiiberhohung.
Der Einfluss der Kerbwirkung wird in Abbildung 2.1 deutlich. Proben mit verschiedenen
Poren werden unter Zug belastet. Die Kraftflusslinien erinnern etwas an die Maserung von
Holz. Sie sind ndherungsweise die Isolinien bzw. die Stromlinien des Potentials ¥, das mit
der Stokesschen Gleichung

AV = div(grad(¥)) =0 (2.2)

berechnet werden kann. Die Ableitung des Potentials approximiert die Spannung o(a). Der
Poisson-Effekt wird dabei vernachléassigt.

Die Spannung an der Porenoberfliche o(a = 0 mm) ist bei runden Poren mit r1/ry = 1
(Abbildung 2.1a) niedriger als bei flachen Poren mit 71 /ry =5 (Abbildung 2.1b). Damit ein
Riss initiiert, reicht bei Abbildung 2.1b schon einer geringere Last p aus als bei Abbildung
2.1a.

Wenn das Verhéltnis sehr grof ist r; > ro (Abbildung 2.1¢), steigt die Spannung an der
Oberflache ins Unendliche o(a = 0) - oo. Laut dem o-Kriterium initiiert in diesem Fall sofort
ein Riss.

Die Pore ist bei r; > ry im Endeffekt selbst schon ein Riss. Somit konnte der Span-
nungsverlauf am Riss mit Spannungsintensitatsfaktoren wie von Anderson [2]| beschrieben
berechnet werden. Das ist in dieser Arbeit jedoch nicht notwendig. Die Frage, ob Risse exis-
tieren, kann sofort mit ja beantwortet werden.

Pl kot 1 1oy 1 PLL kol 1 1041 1 PlLL kol 1 1041 1

2
< > - 4 -
a a a a a a
(a) rifra =1 (b) r1/r2=5 (c) m >

Abbildung 2.1: Kerbwirkung an verschiedenen elliptischen Poren mit den Halbachsen r,
und 5. Die Spannungsiiberhchung o ist als Funktion der Entfernung von der Porenoberflache
a eingezeichnet. Die Proben werden an der Unterseite festgehalten (u = 0). Auf der oberen
Seite wird eine Last p aufgebracht.

In einem Bauteil gibt es an jeder Stelle nicht nur eine Spannung o(a), es gibt einen
ganzen Spannungstensor o;; mit sechs unabhéngigen Spannungen. Das o-Kriterium kann
jedoch nur einen Spannungswert betrachten. Die grofte Hauptnormalspannung oy wird fiir
sprode Materialien verwendet, um aus dem Spannungstensor eine Spannung zu berechnen,
auf die das o-Kriterium angewandt wird.

Die Hauptnormalspannungen sind die Eigenwerte o, des Spannungstensors:
Oxx Oxy Oxg

Oxy Oyy Oy |- €k =0k €ix (2.3)
Oxz Oyz Oz
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Es gibt drei Eigenwerte o1, 09, 03 mit einem jeweils zugehorigen Eigenvektor ey, = [e1x, €ax, €31 |-
Die Eigenwerte sind nach absteigenden Werten sortiert, sodass o; der grofite und oz der
kleinste Eigenwert sind.

Die Verwendung der groften Hauptnormalspannung oy fiihrt dazu, dass der Riss normal
auf die Porenoberfliche ins Material wéchst. An der Porenoberfliche herrscht ein ebener
Spannungszustand. Das heifit alle Spannungskomponenten oy, 0xn, Oyn, die normal auf die
Porenoberflache (n-Richtung) zeigen, miissen Null sein, um das Kréftegleichgewicht zu er-
fiillen. Dadurch liegt die grofste Hauptnormalspannung o4, sofern sie streng positiv ist, in
der x-y-Tangentialebene der Porenoberfliche. Da die Rissfliche normal auf die Hauptnor-
malspannung o steht, wichst der Riss normal auf die Porenoberfliche ins Material hinein.
Wenn die Hauptnormalspannung ¢; Null ist, initiiert laut dem o-Kriterium kein Riss.

Die grofste Hauptnormalspannung o, ist sozusagen die auf die Fliache bezogene Kraft, die
die Rissflichen wie in Abbildung 2.2a auseinander zieht. Dabei steht die Hauptnormalspan-
nung o1 normal auf die Rissflachen.

Die Mode II (Abbildung 2.2b) und Mode III (Abbildung 2.2c) Belastungen zeigen al-
lerdings, dass ein Riss sich auf mehrere Arten 6ffnen kann und die Rissflache dabei nicht
notwendigerweise normal auf die Hauptnormalspannung o; stehen muss. In technischen An-
wendungen werden meistens keine kritischen Spannungswerte fiir Mode II und Mode III
Belastungen ermittelt, weshalb diese Situationen vernachléssigt werden. In dieser Arbeit
wird vorausgesetzt, dass der Riss egal unter welcher Belastung immer normal zur Hauptnor-
malspannung o, initiiert.

L '

— 1 <
.» —7 h

. = T

F
(a) Mode I (b) Mode II (c) Mode III

Abbildung 2.2: Rissoffnungsarten bei verschiedenen Belastungsarten

2.2 Energie-Kriterium

Analog zum o-Kriterium initiiert beim Energie-Kriterium (G-Kriterium) ein Riss mit der
Léange a;,;, wenn
G(@init) 2 Grrit bzw. G lainie) >1 (2.4)
Gkrit

erfiillt ist. Die Energiefreisetzungsrate G muss grofler als eine kritische Energiefreiset-
zungsrate G,y sein. Die kritische Energiefreisetzungsrate Gy,;; ist ein Materialparameter
und kann als notwendige Energie zur Bildung der Rissflachen gesehen werden.
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Die Energiefreisetzungsrate G ist in den Modellen aufwéndiger zu berechnen als die Span-
nungen, weil mehrere Versuche bzw. Simulationen notwendig sind. Dazu werden, wie in Ab-
bildung 2.3 dargestellt, in ,compact-tension‘~Proben (CT-Probe) verschieden lange Risse
eingebracht. In Abbildung 2.3a betrégt die Rissldnge ap = 0 mm. In Abbildung 2.3b wurde
ein Riss mit einer Lange a; > 0 mm eingebracht.

belastet unbelastet belastet unbelastet

(a) CT-Probe ohne Riss (b) CT-Probe mit Riss

Abbildung 2.3: Bestimmung der Energiefreisetzung mit ,compact-tension“-Proben (CT-
Probe). Fiir die gleiche Verschiebung so muss die Kraft Fy bei Abbildung 2.3a grofer sein
als die Kraft F; bei Abbildung 2.3b.

Die Kraft F' wird bei beiden Proben kontinuierlich erh6ht. Dabei wird die Verschiebung
s gemessen. Daraus ergibt sich ein Kraft-Weg-Diagramm wie in Abbildung 2.4a. Wenn die
Kraft F' sehr langsam aufgebracht wird, spricht man von einem quasi-statischen-Vorgang.
Die Dehnungsenergie I1;,, kann dann fiir jede CT-Probe mit

]_ $=80
Hm = 5 [/Oij . dSij = [S F(S) -ds (25)

=0 mm

ermittelt werden.
Anschlieffend wird die Energiefreisetzung wie in Abbildung 2.4b mit
Al—Iin,j = Hin,O - Hin,j (26)

aus der Differenz der Dehnungsenergie I1;, o der Probe ohne Riss (Abbildung 2.3a) und der
Dehnungsenergie 11, ; einer Probe mit Riss (Abbildung 2.3b) berechnet. Wichtig ist dabet,
dass beide Proben bis zur gleichen Verschiebung sy belastet werden.

Werden die Proben hingegen bis zur gleichen Kraft Fi belastet, ist die Verschiebung s;
der Pore mit Riss naturgeméfs grofer. In so einem weg-gesteuerten Versuch muss bei der
Berechnung der Energiefreisetzung

S=

AHZn,_y = Hin,O — Hin,j — [ K FJ(S) . dS (27)

s=80

~
AHezteTn

die zusétzlich eingebrachte externe Energie All, ..., wieder abgezogen werden.

Anhand von Abbildung 2.4b kann die experimentelle Bestimmung der kritischen Ener-
giefreisetzung Ally,;; verbildlicht werden. Eine Probe ohne Riss wird bis zur kritischen Kraft
Fy = Fj,.i belastet. Die orange Kraft-Weg-Kurve wird dabei aufgezeichnet. Bei der kritischen
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_ AHextern
n |
>
(a) Die Dehnungsenergie I1;,, ist die Fldche un- (b) Weg-gesteuerte Belastung bis s; und kraft-
ter der Kraft-Weg-Kurve. gesteuerte Belastung bis Fjy zweier Proben

Abbildung 2.4: Berechnung der Dehnungsenergie I1;,, und der Energiefreisetzung All;, aus
dem Kraft-Weg-Diagramm

Kraft initiiert ein Riss mit der Lange a;,;; und wenn die Verschiebung s, konstant gehalten
wird, fallt die Kraft von F auf F; ab. Beim Entlasten kann die hellblaue Kraft-Weg-Kurve
von sg bis zu s =0 mm aufgenommen werden. Die kritischen Energiefreisetzung Allg,;; ent-
spricht nun der eingezeichneten Energiefreisetzung All,,.

Da die Verschiebung sy wéahrend der Rissinitiierung konstant gehalten wird, bleibt auch
die Energie in der Probe erhalten. Die reversible Dehnungsenergie I1;,, verringert sich jedoch
auf das Niveau der Probe mit Riss. Die Frage ist also wohin die restliche Energie AIl;, =
Ally,;; verschwunden ist. Antwort: Die Rissbildung muss die Bindungskréfte der Molekiile
iiberwinden und muss dafiir Arbeit verrichten.

Die kritische Energiefreisetzung Ally,;; wird experimentell durch eine zerstorende Prii-
fung ermittelt. Mit der Flache des initiierten Risses a;,; kann die kritische Energiefreiset-
zungsrate
AHkrit _ AHm(aznzt)

Qinit A(aim't)
berechnet werden. Nun kann fiir jeden denkbaren Belastungszustand mit verschiedenen Kerb-
wirkungen die Energiefreisetzungsrate G(a) mit der Finite-Elemente-Methode simuliert wer-
den. Durch Einsetzen der simulierte Energiefreisetzungsrate G/(a) und der experimentell be-
stimmten kritische Energiefreisetzungsrate Gy,.;; in die Gleichung 2.4 kann die Rissinitiierung
vorhergesagt werden.

Gkrit = (28)

Um die Energiefreisetzungsrate G(a) zu bestimmen, werden zuerst, wie aus Abbildung
2.5ba ersichtlich, fiir mehrere Proben mit unterschiedlichen Risslingen a; die Kraft-Weg-
Kurven berechnet. Je langer der eingebrachte Riss, desto weniger steif ist das Bauteil und
desto kleiner ist auch die Flache unter der Kurve II,, ;. Abbildung 2.5b zeigt, wie die Deh-
nungsenergie I1;, ; abnimmt und die Energiefreisetzung All;, ; grofer wird. Die Messpunkte
werden interpoliert, um eine stetige Funktion All;,(a) zu erhalten.

Die Energiefreisetzungsrate
G(a) = ————= 2.9
()= =50 (29)

bezieht die Energiefreisetzung All;,(a) auf die Rissflache A(a) bei einer Rissldnge a. Wenn

die Rissldnge gegen Null geht @ — 0 mm, streben sowohl die Rissfliche A(a) — 0 mm?
als auch die Energiefreisetzung All;,(a) - 0 mJ gegen Null. Damit ergibt sich eine nicht
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ATT,
I,
a;
a
So = g a; a; 4
(a) Je grofer die Risslénge a, desto weniger (b) Je grofer die Risslidnge a, desto geringer ist
Kraft F' wird fiir die Verschiebung sg benétigt die Dehnungsenergie II;, bei konstanter Ver-
und desto kleiner ist die Flache unter der Kraft- schiebung. Entzweit der Riss die ganze Pore,
Weg-Kurve. ist IL;, =0 mJ.

Abbildung 2.5: Interpolation der Energiefreisetzung AIl: Bei einer Risslédnge von ag = 0 mm
beginnend werden fiir weitere Proben mit langeren Rissen ai, ao, ... Kraft-Weg-Diagramme
aufgezeichnet und daraus die Dehnungsenergie 11;, berechnet. Die Differenz zur ersten Deh-
nungsenergie ist die Energiefreisetzung AII.

definierte Division 0/0. In dieser Arbeit wird angenommen, dass die Energiefreisetzungsrate

lim G(a) = 02

a—0 mm me

(2.10)

gegen Null strebt. Das ist mathematisch zwar nicht korrekt, aber ein pragmatischer An-
satz, da in den Simulationen beobachtet wurde, dass die Energiefreisetzungsrate gegen Null
strebt. Aufserdem vereinfacht diese Annahme die numerische Auswertung des kombinierten
Kriteriums.

2.3 Kombiniertes Kriterium

Sowohl das o- als auch das G-Kriterium gehen von einer definierten Last (z.B.: Verschiebung
s =1 mm) aus und sagen vorher, ob bei dieser Last ein Riss initiiert. Wie in Abbildung
2.6a gezeigt, ist das o-Kriterium bei einer Tiefe von a = 0 mm beginnend {iber einen grofe-
ren Bereich a;n;, hinweg erfiillt. Dann sinkt die Spannung unter den kritischen Wert und es
kann kein Riss mehr initiieren. Im Gegensatz dazu ist das G-Kriterium erst ab einer gewissen
Rissinitiierungslénge a;n; ¢ erfiillt. Dafiir ist das G-Kriterium solange erfiillt, bis die Ener-
giefreisetzungsrate wieder unter die kritische Energiefreisetzungsrate sinkt. Mdglicherweise
ist das erst dann der Fall, wenn der Riss die ganze Probe teilt.

Es lasst sich also festhalten, dass das o-Kriterium nur bis zu einer gewissen Tiefe erfiillt
ist. Diese Tiefe ist eine obere Grenze. Ein langerer Riss kann zufolge des o-Kriterium nicht
initiieren. Das G-Kriterium hingegen ist erst ab einer gewissen Tiefe erfiillt. Ein kiirzerer
Riss kann zufolge des G-Kriterium nicht initiieren. Laut Leguillon [1| miissen beide Kriterien
gleichzeitig erfiillt sein. Der Riss konnte also im eingezeichneten Bereich a1 ,1c entstehen.

Was passiert wenn die Probe nicht mit der Verschiebung s, sondern mit einer etwas
kleineren Verschiebung A - s beaufschlagt wird, wobei der Lastfaktor A grofier Null ist? Die
Spannung

Oskaliert = A" O (211)
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ist direkt proportional zur Verschiebung und wird sich verringern. Die Energiefreisetzungs-

rate
Gskaliert = )\2 -G (212)

skaliert quadratisch. In Abbildung 2.6a wiirden die Kurven etwas abflachen und der Bereich
Qinit.onc, 11 dem ein Riss initiieren kann, wiirde kleiner werden.

Die aufgebrachte Verschiebung A - s kann solange verkleinert werden, bis das o- und das
G-Kriterium nur noch bei einer Rissinitiierungslénge a;,;; gleichzeitig erfiillt sind. Bei dieser
Verschiebung A - s sagt das kombinierte Kriterium Rissinitiierung vorher. Abbildung 2.6b
zeigt diese Situation.

o
A
oeric N S =1mm Ao
G Ukzrit
Gkrit A%G
— = — Grrit

ey 1
——e )
Ainit,c Ainit,G

Aini a
(a) Unterschiedliche Rissinitiierungen nach init
dem o- und G-Kriterium bei der Verschiebung (b) Rissinitiierung nach dem Kombinierten
S Kriterium bei einer skalierten Verschiebung

Abbildung 2.6: Das Kombinierte Kriterium berechnet einen Lastfaktor A, bei dem die
Rissinitiierungslange a;,;; nach dem o- und G-Kriterium gleich sind. Ein Riss initiiert fiir die
Last s, wenn 0 < A < 1.

Formal ausgedriickt ist das kombinierte Kriterium bei linear elastischen Materialverhalten
ein Gleichungssystem

A% - G(@init) 2 Grrit it onin(a) =min{o(a’) | 0<a’<a}, (2.13)

{)\ : Umin(ainit) 2 Okrit
das nach der Rissinitiierungsldnge a;,;; und dem Lastfaktor A aufgelost wird. Anhand des
Lastfaktors konnen drei Falle unterschieden werden:

1. A <0: Keine Rissinitiierung.
2. 0 < A< 1: Unter der aufgebrachten Last initiiert ein Riss mit der Lange a;y;;.

3. A > 1: Keine Rissinitiierung. Wird die Last mit \ skaliert, also erhoht, entsteht ein Riss
mit der Linge a;p;-

Die Rissinitiierungslange a;,;; ist also unabhéngig von der Héhe der Belastung. Das wird
augenscheinlich, wenn man sich vorstellt, wie die Belastung in quasi-statischen-Versuchen
aufgebracht wird. Um eine Verschiebung von s = 10 mm zu realisieren, muss die Verschie-
bung kontinuierlich von 0 mm auf 10 mm erhoht werden. Wenn bei einer Verschiebung von
s = 5 mm schon ein Riss initiiert, ist die endgiiltige Verschiebung von s = 10 mm fiir die
Rissinitiierung irrelevant.
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Allerdings sind auch beim kombinierten Kriterium einige Spezialfélle zu beachten, wenn
o(a) nicht monoton fallend ist. In Abbildung 2.7a steigt die Spannung beginnend bei 0 MPa
an. Das hétte zur Folge, dass ab der eingezeichneten Rissinitiierungslange a;,;; das o- und G-
Kriterium gleichzeitig erfiillt sind und somit ein Riss initiieren kénnte. In dieser Arbeit wird
deswegen das zusitzliche Kriterium eingefiihrt, dass nur der bisher niedrigste Spannungs-
Wert 0, (a) relevant ist. Dieser betragt 0 MPa und ist kleiner als die kritische Spannung.
Es initiiert also kein Riss.

Auch in Abbildung 2.7b ist die Situation dhnlich. Es wird wiederum nur der niedrigs-
te Spannungswert herangezogen. Im Gegensatz zu Abbildung 2.7a kann ein Riss ab der
eingezeichneten Rissinitiierungslange a;,;; initiieren. Die Rissinitiierungslénge ist also nicht
eindeutig, was aber nicht weiter tragisch ist, da das Hauptinteresse dem Lastfaktor A gilt,
welcher eindeutig ist.

Ao

Tkrits = A -1 mm
A%.G

Grrit
1

Ainit? 4 Ainit 4

(a) Wenn o(a = 0 mm) < 0, kann kein Riss (b) Nur die bisher niedrigste Spannung o
initiieren. ist relevant.

Abbildung 2.7: Spezielle Falle beim kombinierten Kriterium

Eine andere Methode, um das kombinierte Kriterium auszuwerten, berechnet wie in Ab-
bildung 2.8a zwei Lastfaktoren. Wenn der Spanungslastfaktor fiir das o-Kriterium

O krit
A, = 2.14
Omin (CL) ( )

gleich grof wie der Energielastfaktor fiir das G-Kriterium
Gkrit
A\ = 2.15
“ V G(a) (2.15)

Da die Energiefreisetzungsrate G(0 mm) an der Porenoberfliche Null gesetzt wird, ist
der Energielastfaktor A\ an der Porenoberflache unendlich grofs. Die Energiefreisetzungsrate
G(a) ist das Verhéltnis von der Energiefreisetzung All(a) zu der Rissfliche A(a). Sowohl die
Energiefreisetzung All(a) als auch die Rissfliche A(a) steigen monoton und sind bei jeder
Tiefe a nicht negativ (> 0). Das Verhéltnis, also die Energiefreisetzungsrate G(a), ist ebenfalls
nicht negativ, kann jedoch steigen und fallen. Das heifst, dass auch der Energielastfaktor A\g
iiber die Tiefe a sowohl fallen als auch steigen kann. Er kann jedoch nie negativ werden.

ist, initiiert ein Riss.

Der fiir das kombinierte Kriterium relevante Spannungsverlauf ¢,,;,(a) kann im Gegen-
satz zur Energiefreisetzungsrate G(a) nicht steigen, sondern nur fallen oder konstant bleiben.
Es sind allerdings auch negative Werte moglich. Nach einem negativen Spannungswert kann

16



egal unter welcher Belastung kein Riss mehr initiieren. Folglich ist der Spannungslastfaktor
Ao monoton steigend, aber nicht zwingend positiv. Auch hier gilt, dass nach einem negativen
Wert kein Riss mehr initiieren kann.

Anhand des Spannungslastfaktors A, und des Energielastfaktors A\g kann besser diskutiert
werden, wie sich der kritische Lastfaktor A verdndert. In Abbildung 2.8b wird die Energie-
freisetzungsrate konstant gehalten und die Spannung von o; auf oy erh6ht. Der Spannungs-
lastfaktor A\, verringert sich um den mit Gleichung 2.14 berechenbaren Faktor. Der kritische
Lastfaktor sinkt ebenfalls, aber nicht notwendigerweise um denselben Faktor. Es reicht also
eine geringere Last aus, um eine Rissinitiierung zu bewirken.

Das ist eine rein theoretische Betrachtung, da es praktisch schwer mdglich ist die Span-
nung und Energiefreisetzungsrate unabhéngig voneinander zu verindern. Wenn beispielswei-
se ein Material mit einem hoherem E-Modul gewahlt wird, steigt bei der gleichen Verschie-
bung sowohl die Spannung als auch die Energiefreisetzungsrate proportional an. Praktischer
ist es, wenn die kritische Spannung oy,.;; verringert wird. Dann tritt derselbe Effekt auf wie
bei einer Erhohung der Spannung o(a): Eine halbierte kritische Spannung oy,;; oder eine
doppelte Spannung o(a) fiihren zu einem halbierten Spannungslastfaktor \,.

In Abbildung 2.8c verringert sich ebenfalls der kritische Lastfaktor von A; auf Ay, wenn
die Energiefreisetzungsrate G/(a) erhoht wird oder die kritische Energiefreisetzungsrate Gy
verringert wird und dabei die Spannung konstant gehalten wird. Fiir einen halb so groften
Energielastfaktor A muss die Energiefreisetzungsrate vervierfacht werden oder die kritische
Energiefreisetzungsrate geviertelt werden. Der kritische Lastfaktor A halbiert sich jedoch
nicht notwendigerweise. Es kann nur gesagt werden, dass der kritische Lastfaktor A zumin-
dest nicht steigt. Ob er sich halbiert, viertelt oder gar nicht verdndert, hdngt auch vom
Spannungsverlauf ab.

Ainie 4@
(a) Bei A\g = Ao initiiert ein (b) Je hoher o, desto kleiner (c) Je hoher G, desto kleiner
Riss ist A\ ist A.

Abbildung 2.8: Einfluss der Spannung ¢ und Energiefreisetzungsrate G' auf den kritischen
Lastfaktor A. Grofere Spannungen o, grofere Energiefreisetzungsraten GG sowie geringere
kritische Spannungen oy,.;; und geringere kritische Energiefreisetzungsraten Gy,;; haben einen
geringeren kritischen Lastfaktor A zur Folge. Fiihren also schon bei geringeren Lasten zu
Versagen.
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2.4 Verallgemeinerung auf 3D Probleme

Die bisher behandelten Kriterien sind fiir 2D Probleme konzipiert. Im 3D Fall muss zusétzlich
eine Annahme tiber die Form der Rissfliche gemacht werden. Leguillon [3] verwendet dazu
einen sehr ausgereiften halb-analytischen Ansatz.

In dieser Arbeit wird ein einfacherer Ansatz gewihlt. Dazu werden, wie in Abbildung 2.9
dargestellt, verschiedene Rissformen verwendet. Fiir jede Rissform wird die Energiefreiset-
zungsrate G(a) ermittelt. Dazu wird jede Rissform mit verschiedenen Risslédngen a skaliert
und ausgewertet. Anschliefend wird die kritischste Rissform ausgewahlt. Das ist jene mit
der hiochsten Energiefreisetzungsrate G(a), denn dadurch ist der kritische Lastfaktor A am
kleinsten.

Abbildung 2.9: Verallgemeinerung des Kombinierten Kriteriums auf 3D Probleme

Laut dem Spannungskriterium initiiert ein Riss maximal soweit, bis die Spannung unter
die kritische Spannung sinkt. In dieser Arbeit wird die Spannung jedoch nicht an jedem Punkt
der Rissflache ausgewertet, sondern, wie in Abbildung 2.9 dargestellt, nur in der Mitte des
Risses. Die Rissform wird ausschlieklich durch die Energiefreisetzungsrate G(a) bestimmt.
Wenn das Spannungskriterium an irgendeiner Stelle auf der vorhergesagten Rissform A nicht
erfiillt ist, dann ist die Rissform A eigentlich nicht moglich, wird in dieser Arbeit aber dennoch
als Ergebnis ausgegeben.

Das fithrt jedoch nur dazu, dass der kritische Lastfaktor A unterschitzt wird und schon
bei geringerer Last Versagen vorhergesagt wird. Wiirde ndmlich die Rissform A mit der grofs-
ten Energiefreisetzungsrate G(a) verworfen, miisste eine andere Rissform B mit niedrigerer
Energiefreisetzungsrate G/(a) gewihlt werden, was unweigerlich zu einem hoheren Lastfaktor
A und zu einer weniger konservativen Auslegung fiihren wiirde.

Idealerweise wird die Spannung an der Position ausgewertet, wo sie am geringsten ist,
damit der Lastfaktor A mdglichst wenig unterschitzt wird. Die Rissmitte bietet sich dafiir
an, weil die Rissfront in der Mitte am weitesten von der Porenoberfliche entfernt ist. Eine
mogliche Kerbwirkung hat dort am wenigsten Einfluss und die Spannung ist somit geringer.

Dass die Spannung nur in der Rissmitte ausgewertet wird, ist also nicht tragisch. Ein Pro-
blem ist hingegen, wenn die tatséchliche Rissform von den simulierten Rissformen abweicht
und eine grokere Energiefreisetzungsrate G(a) hat. Im Beispiel von Leguillon [3] entstehen
an den Ecken einer Platte Risse mit einer hyperbolischen Form. In dieser Arbeit werden
hingegen nur elliptische Risse beriicksichtigt.
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Kapitel 3

Methodik

Abbildung 3.1 stellt die Vorgehensweise des entwickelten Programms dar. Das entwickelte
Programm wird ,Boris* genannt. ,Boris* ist in Anaconda Python 3.7 [4] geschrieben. Die
FE-Netze werden mit der offenen Software zur Netzerstellung Gmsh [5] generiert. Die FE-
Simulationen werden mit Abaqus [6] durchgefiihrt.

Bauteilmodell lokales Modell Rissmodell

TF

RP Biegung

98 250 Statlstlsches
.............. = %
Modell

Simulationen

X M

/ GkT‘lt \L
01, krit !
01
Gl
FI = 1 <1 Versagens-
Akrie. kriterium Skalierung

Abbildung 3.1: Vorgehensweise bei der Berechnung des Versagensindex, auch Failure Index
(FI) genannt. Am Bauteil wird an einer bestimmten Position der Dehnungsstensor bestimmt.
Dieser wird fiir die Simulation des lokalen Modells als Randbedingung verwendet. An der
Porenoberfldche im lokalen Modell werden die Dehnungen und Kriimmungen der Poreno-
berflache berechnet und {iber dimensionslose Kennzahlen an das Rissmodell iibergeben. Die
Ergebnisse des Rissmodells kénnen durch FEM-Simulationen oder ein statistisches Modell,
welches auf den Ergebnissen von 98250 FEM-Simulationen basiert, ermittelt werden. Die
Ergebnisse werden auf das lokale Modell zuriick skaliert. Das Versagenskriterium gibt den
kritischen Lastfaktor \..;; an, aus dem sich der Versagensindex FI ergibt.

\JRP Normal

RP Scherung
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Eine Pore ist typischerweise viel kleiner als 1 mm. Das Bauteil hingegen ist viel gro-
Ber als 1 mm. Haufig sind sogar die FE-Elemente eines Bauteilmodelles grofser als die Pore.
Kerbwirkungen, die an der Porenoberfliche auftreten, konnen somit nicht abgebildet werden.
Andererseits kann das FE-Netz nicht beliebig fein gemacht werden, da der Rechenaufwand
und die notwendige Speicherkapazitat im Verhéltnis zur Element-Kantenldnge mit mehr als
der dritten Potenz steigen. Ein zehnmal feineres Netz wiirde mindestens zu tausendmal mehr
Rechenaufwand und notwendiger Speicherkapazitéit fiihren. Deshalb werden stattdessen ein
Bauteilmodell und ein lokales Modell mit entkoppelten Langenskalen separat voneinander
simuliert. Im lokalen Modell kann die Pore ausreichend fein vernetzt werden, damit Kerb-
wirkungen abgebildet werden kénnen.

Die Belastungen werden an einer bestimmten Stelle im Bauteilmodell aus dem Deh-
nungstensor ¢;; ausgelesen und mittels sogenannter Referenzpunkte (RP) fiir Normal- und
Scher-Belastungen als Randbedingungen auf das lokale Modell aufgebracht. Dafiir werden
sogenannte ,periodische Randbedingungen” [7| verwendet. Eine Voraussetzung ist, dass die
Pore keinen Einfluss auf das globale Dehnungsfeld hat. Die Voraussetzung ist erfiillt, wenn
die Pore im Vergleich zum Bauteil sehr klein ist.

,Boris* simuliert das Bauteilmodell nicht selbst, sondern nimmt den Dehnungstensor &;;
an einer Stelle des Bauteils als Eingabe. Somit ist es egal, ob der Dehnungstensor aus analy-
tischen Uberlegungen oder aus einer FEM-Simulation stammt. Neben dem Dehnungstensor
benoétigt das Programm noch vier weitere Eingabe-Parameter:

Gmae: Maximale Risslange

e F: E-Modul des verwendeten Materials

Grir: Kritische Energiefreisetzungsrate

o1,krit: Kritische grofste Hauptnormalspannung.

Die Querkontraktionszahl wird auf einen typischen Wert fiir Kunststoffe von v = 0.35 fest-
gelegt. | Boris* konnte auch auf eine variable Querkontraktionszahl verallgemeinert werden,
wenn andere Materialien verwendet werden sollen.

,Boris“ ist natiirlich nur relevant, wenn eine Pore im Bauteil ist und die Geometrie der
Pore bekannt ist. [dealerweise liegt vom realen Bauteil ein Computertomographie-Bild (CT-
Bild) vor. In diesem CT-Bild ist eine Pore als heller Fleck erkennbar. Aus dem CT-Bild wird
die Porenoberfliache fiir das lokale Modell extrahiert.

Als néchstes werden fiir alle Punkte auf der Porenoberfliche die Kriimmungen c,, und
¢y berechnet und ein u-v-n Koordinatensystem definiert. Dazu wird an der Porenoberfldche
der Kriimmungstensor bestimmt. Die Eigenwerte des Kriimmungstensors sind die gesuchten
Hauptkriimmungen c,, und c¢,,. Die Eigenvektoren des Kriimmungstensors sind der u- und
der v-Vektor. Der n-Vektor steht normal auf die Porenoberflache in das Material hinein. Das
u-v-n Koordinatensystem wird auch Hauptkriimmungssystem genannt.

Die Geometrie einer Pore ist sehr komplex und ein exaktes FE-Netz kann haufig nur
manuell erzeugt werden. Ein Voxel-Netz hingegen approximiert die Geometrie der Pore durch
ein strukturiertes Hexaeder-Gitter und ist sehr einfach zu erzeugen. Hexaeder, die innerhalb
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der Pore liegen, haben einen E-Modul Ep..., wihrend der viel grofsere E-Modul des Materials
E Hexaedern zugewiesen wird, die im Material liegen.

Auf der Porenoberflache im lokalen Modell werden Zellen definiert und am u-v-n Haupt-
kriimmungssystem ausgerichtet. Eine solche Zelle ist in Abbildung 3.1 im lokalen Modell rosa
eingezeichnet. Die Zelle reprasentiert das Rissmodell, befindet sich aber noch im Einheiten-
system des lokalen Modelles. Mit dem Voxel-Netz und den Referenzpunktverschiebungen, die
sich aus dem Bauteilmodell ergeben, kann mit FEM das Verschiebungsfeld im lokalen Modell
simuliert werden. Das simulierte Verschiebungsfeld auf den seitlichen Flachen der rosa Zelle
wird durch Lastparameter appoximiert. Die Lastparameter sind die Dehnungen £, &y, die
Scherungen vy, €un, €vn und die Biegungen k,, k..

Mit dimensionslosen Kennzahlen werden die Lastparameter €., €yv, Yuvs Eun, Evns Fu,
k, und die Geometrieparameter c.,, ¢,, vom lokalen Modell in das Rissmodell iibertragen.
Die Parameter werden dabei auf die maximale Risslange a,,,, bezogen, um dimensionslose
Kennzahlen zu bilden. Beispielsweise ist die dimensionslose Krimmung ¢, = Cuy * Gmas das
Produkt der Kritmmung im lokalen Modell ¢, mit der Dimension 1/Lénge und der maxi-
malen Risslange a4, mit der Dimension Lange. Dimensionslose Kennzahlen wie ¢, werden
mit einem Stern gekennzeichnet. Die Dehnungen e, €,, und Scherungen vy, €un, Eyn sind
bereits dimensionslos und miissen nicht umgerechnet werden.

Wenn zwei Risszellen dieselben dimensionslosen Kennzahlen haben, sind die beiden Riss-
zellen ,shnlich“. Ahnlich* bedeutet also, dass die dimensionslosen Parameter €.y, vy, Yav,
Euns Evn, Ky k2, ¢, und ¢}, sowie die dimensionslosen Zellenabmessungen gleich sind. Die
Ergebnisse einer Risszelle konnen dann auf die andere Risszelle iibertragen werden. Nun
werden also mit den bekannten dimensionslosen Kennzahlen Risszellen im Rissmodell er-
stellt, die ahnlich zur originalen Risszelle sind. Die maximale Risslénge im Rissmodell a],,,..
wird durch die Parameterstudie in Kapitel 3.3.1 festgelegt. Somit koénnen die Parameter fiir
das Rissmodell aus den dimensionslosen Kennzahlen berechnet werden. Beispielsweise ist die
Kriimmung im Rissmodell ¢, = ¢, /al,... Parameter, die sich auf das Rissmodell beziehen,
werden mit einem Apostroph gekennzeichnet (¢, c.., ki, kI, ...).

vVv?

Die neun Parameter ¢/, ¢, €uu, Evv, Yuvs Euns Evn, ki, K. werden an jeder Position der
Pore bestimmt. Fiir jede Position wird ein neues Rissmodell erstellt und fiir jedes Riss-
modell miissen mehrere Simulationen durchgefiihrt werden, um die Hauptnormalspannung
o1(a’) und die Energiefreisetzungsrate G'(a’) iiber die Tiefe a’ zu ermitteln. Zusétzlich soll-
ten noch verschiedene Seitenléngenverhéltnisse des elliptischen Risses simuliert werden. Das
Seitenlangenverhaltniss ist das Verhéltnis der maximale Rissbreite b,,,, und der maximalen

Risslange a4z -

Die Anzahl der notwendigen Simulationen vervielfacht sich mit der Anzahl der unter-
schiedlichen Seitenléngenverhéltnisse. Das ist sehr zeitaufwindig. Anstatt jedes Mal ein neu-
es Rissmodell zu erstellen, werden 16375 Rissmodelle mit unterschiedlichen Parametern (.,
s Euus Evvy Yuvy Euns Evny KLy KL, OL..) vorab in 98250 Simulationen berechnet. Mit diesen
Daten wird ein statistisches Modell aufgebaut, welches die Hauptnormalspannung o} (a’) und

die Energiefreisetzungsrate G’(a’) viel schneller als FEM-Simulationen vorhersagen kann.

Die Hauptnormalspannung o7 (a’) und die Energiefreisetzungsrate G'(a’) werden anschlie-
flend wieder mit dimensionslosen Kennzahlen in das lokale Modell iibertragen. Die dimen-
sionslose Hauptnormalspannung o; = o]/E’ dividiert die Hauptnormalspannung o] durch
den E-Modul E’, der dem Material im Rissmodell zugewiesen wird. Die dimensionslosen
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Kennzahlen werden wieder mit einem Stern gekennzeichnet. Die dimensionslose Energiefrei-
setzungsrate G* = G'/(E' - al,,,) bezieht die Energiefreisetzungsrate auf den E-Modul im
Rissmodell £’ und die maximale Risslénge im Rissmodell a’

max-*

Die Ergebnisse konnen nun wieder auf eine dhnliche Zelle im lokalen Modell iibertragen
werden. Mit dem E-Modul des Materials im lokalen Modell £ wird die Hauptnormalspan-
nung o; = oy - I/ aus der dimensionslosen Hauptnormalspannung berechnet. Die Energiefrei-
setzungsrate G' = G*- E-a,,,, skaliert die dimensionslosen Energiefreisetzungsrate G* mit dem
E-Modul im lokalen Modell £ und mit der maximalen Rissldnge im lokalen Modell a,,,q,. So-
mit ist es moglich, verschiedene Materialien mit unterschiedlichen E-Moduln zu {iberpriifen.
Die Querkontraktion des Materials wird nicht skaliert und sollte ungeféhr v = 0.35 betragen,
da sie so angenommen wurde. Die Methode kann auf eine variable Querkontraktion erweitert
werden, indem Rissmodelle mit unterschiedlichen Querkontraktionszahlen simuliert werden.
Darauf wird in dieser Arbeit jedoch verzichtet.

Die skalierte Hauptnormalspannung o1 (a) und die skalierte Energiefreisetzungsrate G(a)
fiir jede Position auf der Porenoberfliche werden an das Initiierungskriterium iibergeben.
Dazu wird das kombinierte Kriterium verwendet, das zusédtzlich zwei Materialparameter
bendtigt: Die kritische Hauptnormalspannung oy,.;; und die kritische Energiefreisetzungsrate
Ghrit des Materials. Daraus wird der kritische Lastfaktor A.,; fiir jede Position auf der
Porenoberflache berechnet. Mit dem niedrigsten nicht negativen kritischen Lastfaktor kann

der Versagensindex
1

FI=—,
/\krit

(3.1)

auch ,Failure Index“ genannt, fiir das Bauteil ermittelt werden. Ein Versagensindex kleiner
Eins bedeutet, dass keine Rissinitiierung vorhergesagt wird, wohingegen ein Versagensindex
grofer oder gleich Eins auf eine Rissinitiierung hindeutet.

3.1 Lokales Modell

Das lokale Modell wird aus einem 3D-CT-Bild aufgebaut. Die Vorgehensweise, wie aus dem
CT-Bild die Porenoberfliche erzeugt wird, ist anhand eines 2D-Bildes, wie es in Abbildung
3.2a dargestellt ist, leichter zu erklaren. Das aufgenommene Bild ist rot umrahmt. Im Bild
ist die Grenze zwischen der hellen Pore und dem dunklen Material durch das Bildrauschen
schwer zu erkennen. Der Rand des Bildes wird iiber den Rahmen hinaus erweitert, um die
nachfolgenden Filter-Operationen zu erleichtern. Abbildung 3.2b zeigt das Histogramm des
verrauschten Bildes. Aus dem Histogramm ist kein Schwellwert erkennbar, der die helle Pore
vom dunklen Material trennen wiirde.

Auf das verrauschte Bild in Abbildung 3.2a wird ein Median- und ein Gauf-Filter ange-
wandt. Das fithrt zum gefilterten Bild in Abbildung 3.3a. Die Filter werden auf jeden Pixel
im rot umrahmten Bild angewandt. Dabei berechnen sie die neuen Pixel-Werte aus der Um-
gebung um die Pixel herum. Beispielsweise berechnet der Medianfilter fiir den linken oberen
blau umrahmten Pixel den Medianwert von der violett umrahmten Umgebung. Deshalb wird
das Bild iiber den Rand hinaus erweitert, da so die Umgebung immer gleich grof ist und die
Filter-Operation einfacher ist. Der Medianfilter eliminiert Ausreifser im Bild.
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Haufigkeit

\
Grauwert
(a) Verrauschtes 2D-Bild innerhalb des roten (b) Histogramm des verrauschten 2D-Bildes.
Rahmens mit erweiterten Rand Ein Schwellwert ist nicht erkennbar.

Abbildung 3.2: Verrauschtes 2D-Bild

Der Gaufs-Filter ist ein Faltungs-Filter. Das heifit, ein neuer Pixelwert ist die Summe
der gewichteten Pixel der violett umrahmten Umgebung. Beim Gauf-Filter ergeben sich die
Gewichtungsfaktoren aus der Gauk-Verteilung. Der Gauf-Filter glittet die Kanten der Po-
renoberfliche. Dabei werden die Kriimmungen der Porenoberfliche etwas verfélscht, weshalb
ein minimaler Gaufs-Filter mit der kleinstmoglichen Umgebung von 3 x 3 x 3 Pixel verwendet
wird.

Sowohl der Median- als auch der Gauf-Filter reduzieren das Rauschen im Bild. Ohne die
verrauschten Pixel kann anhand des Histogramms in Abbildung 3.3b der Schwellwert ¢ mit
Otsu’s Methode [8] berechnet werden.

Schwellwert

Haufigkeit

Grauwert

(b) Histogramm des bearbeiteten 2D-Bildes. Die gewichtete

(a) Das mit Median- und Gauf- Varianz der dunklen Klasse wq(t)-Varg(t) und die gewichtete
Filter bearbeitete 2D-Bild aus Varianz der hellen Klasse wi(t) - Vari(t) ergeben zusammen
Abbildung 3.2a zeigt einen glat- die Intra-Klassen-Varianz Var,;(t), aus deren Extremwert
ten hell-dunkel-Ubergang. sich der Schwellwert ergibt.

Abbildung 3.3: Berechnung des Schwellwertes im 2D-Bild. Die Pore ist heller als der
Schwellwert. Das Material ist dichter und somit dunkler.

Otsu’s Methode ermittelt den Schwellwert anhand eines Histogramms (Abbildung 3.3b)

mit n Balken. Der i-te Balken reicht vom Grauwerte g; bis zum Grauwert g;,1. Die Haufigkeit
h; gibt an wie viele Pixel im Grauwert-Bereich ]g;, gi41] liegen und dem i-ten Balken zuge-
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ordnet werden. Der Schwellwert ¢ kann auf n + 1 Positionen zwischen den n Balken gesetzt
werden.

Der Schwellwert teilt das Histogramm in zwei Klassen. Die dunkle Klasse ,0“ steht fiir
das Material, die helle Klasse ,,1* fiir die Pore. Die Varianzen beider Klassen

t g.2 t i 2 n+l g-2 n+l gi 2
Varg(t) = Y2 - [ ) baw. Vary (1) = Y —%i— — ’ 3.2
()= 2,5 (Z;t) e Van (D) = 2 15 (;n+2—t) 3.2)

héngen vom gewédhlten Schwellwert ¢ ab. Die Haufigkeit der beiden Klassen

wo(t) = tg;h baw. wi (1) = f;h (3.3)

summieren die Héufigkeiten der Balken auf, die einer Klasse zugeordnet werden. Die Intra-
Klassen-Varianz
Varq(t) = wo(t) - Varg(t) + wi(t) - Vary (t) (3.4)

ist in Abbildung 3.3b rot eingezeichnet. Der Schwellwert ¢ liegt am Minimum der Intra-
Klassen-Varianz.

Mit dem berechneten Schwellwert wird Abbildung 3.2a binérisiert. Daraus ergibt sich
das Bild in Abbildung 3.4a. Aus dem binérisierten Bild wird ein Voxel-Netz erzeugt. Das in
Abbildung 3.4a blau eingezeichnete Voxel-Netz ist grober als das binérisierte Bild. Das Voxel-
Netz ist nie feiner als die binérisierten Pixel, da damit kein zusétzlicher Gewinn verbunden
ware. Die Kerbwirkung kann hochstens so gut abgebildet werden, wie sie im binéarisierten
Bild dargestellt ist. Meist ist das binéarisierte Bild jedoch noch zu fein, sodass die Simulation
eines Voxel-Netzes mit dieser Feinheit sehr viel Rechenaufwand erfordern wiirde. Deshalb
wird das Voxel-Netz normalerweise grober gewahlt als das binérisierte Bild.

Voxel-Elemente, die komplett innerhalb der Pore liegen, haben einen kleinen E-Modul
Epore (weis), wohingegen Voxel-Elemente, die komplett innerhalb des Materials liegen, den
E-Modul des Material E (schwarz) haben. Abbildung 3.4b zeigt, dass der E-Modul von
Voxel-Elementen, die zum Teil sowohl im Material als auch in der Pore liegen, gemittelt
wird. Der gemittelte E-Modul wird mit der ,Rule of mixtures berechnet. Dabei wird der
E-Modul durch die Flachenanteile der Voxel gewichtet.

Wie aus Tabelle 3.1 ersichtlich ist der E-Modul der Pore Epy. 1/100 des E-Moduls des
Materials E. Der E-Modul in der Pore kann nicht auf Null gesetzt werden, da sonst das FE-
Problem nicht mehr 16sbar wére. Die Wahl des E-Moduls des Materials E beeinflusst das
Verschiebungsfeld nicht, da als Randbedingungen nur Verschiebungen aufgebracht werden.
Die gemittelten E-Moduln werden in 100 Bereiche unterteilt.

Tabelle 3.1: Parameter fiir das lokale Modell

E-Modul-Verhéltnis Pore zu Material | Epoe/E =0.01
E-Modul Unterteilungen | 100

Warum ist die Binérisierung notwendig? Der E-Modul kénnte auch ohne Binérisierung
anhand des gefilterten Bildes in Abbildung 3.3a gemittelt werden. Dabei wiirde der E-Modul
allerdings sowohl im Material als auch in der Pore erheblich schwanken, weshalb zuerst die
Binéarisierung vorgenommen wird, um fiir jedes Pixel zu entscheiden, ob es zur Pore oder
zum Material gehort. Das ist eine robustere Methode, bei der der E-Modul nur an der
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(a) Binérisiertes Bild (b) Farblich gekennzeichneter E-Modul

Abbildung 3.4: Aus dem mit dem Otsu-Schwellwert-Verfahren binérisierten Bild wird das
blau eingezeichnete Voxel-Netz mit verschiedenen E-Moduln erzeugt.

Grenzflache zwischen Material und Pore schwankt. Im Material und in der Pore treten keine
Schwankungen auf.

Das Voxel-Netz wird mit FEM simuliert, um das Verschiebungsfeld zu berechnen. Aus
dem Voxel-Netz kann jedoch nicht die Kriimmung der Porenoberfliche extrahiert werden.
Dazu wird der ,Marching Cubes‘-Algorithmus [9] auf das gefilterte Voxelbild angewandt. Das
2D-Pendant zum ,Marching Cubes“-Algorithmus ist der ,Marching Squares“-Algorithmus,
der auf das gefilterte Bild in Abbildung 3.3a angewandt wird. Anhand von Abbildung 3.5a
wird erlautert, wie der ,Marching Squares*“-Algorithmus funktioniert. Das Ziel ist es, die rot
eingezeichnete Linie zu finden, die den hellen Bereich vom dunklen Bereich trennt und die
Porenoberflidche darstellt.

Der ,Marching Squares*-Algorithmus beno6tigt zwei Schritte. Im ersten Schritt werden die
Positionen der Fixpunkte (rote Punkte) ermittelt. Im zweiten Schritt werden die Fixpunkte,
wie in der Lookup-Tabelle definiert, verbunden.

Erster Schritt: Zuerst wird fiir zwei benachbarte Pixel iiberpriift, ob ein Pixel hell und
das andere Pixel dunkel ist. Die Pixel sind durch eine violette Kante verbunden. Ist ein Pixel
hell und das andere Pixel dunkel, teilt die Porenoberflache die beiden Pixel und der Schnitt-
punkt des Schwellwertes-Grauwertes g; mit der violetten Kante muss gefunden werden. Die
Schnittpunktberechnung ist in Abbildung 3.5a links verbildlicht. Um eine glattere Oberflé-
che zu erhalten, wird die violette Kante erweitert und je ein zusétzliches Pixel auf beiden
Seiten hinzugefiigt. Eine quadratische Funktion (Abbildung 3.5a links, violette Kurve) ap-
proximiert die Grauwerte dieser vier Pixel. Dabei muss die violette Funktion genau durch
die mittleren beiden Pixel gehen, wohingegen die &ufseren beiden Pixel nur moglichst gut
angendhert werden. Der Schnittpunkt der Funktion mit dem Grauwert des Schwellwertes g;
teilt die violette Kante im Bild und ist ein Fixpunkt fiir die Porenoberflache.

Im zweiten Schritt werden je vier Pixel zu einem violetten Quadrat zusammengefasst. Die
hellen Pixel sind griin und die dunklen Pixel blau dargestellt. Jedes Quadrat wird anhand
dieser griin-blau-Kodierung in der Lookup-Tabelle aus Abbildung 3.5b nachgeschlagen.

Im vorherigen ersten Schritt werden auf den violetten Kanten des Quadrates bereits
die Positionen der Fixpunkte fiir die Porenoberfliche (rote Punkte) bestimmt. Die Lookup-
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- (b) Lookup-Tabelle fiir den ,Mar-
(a) Mit ,Marching Squares* wird die Grenze (rot) zwischen ching Squares“-Algorithmus: Fiir
der hellen Pore und dem dunklen Material gefunden. Die jedes mogliche Rechteck (Squa-
roten Schnittpunkte zwischen dem Schwellwert und jeder re) ist vorgegeben, wie die roten
Kante (violett) werden verbunden. Schnittpunkte verbunden werden.

Abbildung 3.5: Der ,Marching Squares“-Algorithmus erzeugt eine Linie im 2D-Bild entlang
des berechneten Schwellwert-Grauwertes ¢;. Fiir jede violette Kante wird die Position des
Schnittpunktes (roter Punkt) mit dem Schwellwert-Grauwert g; berechnet. Diese Schnitt-
punkte werden, wie in der Lookup-Tabelle angegeben, verbunden (rote Linien). Die Lookup-
Tabelle gibt nur an, welche Punkte verbunden werden. Sie sagt nichts dariiber aus, wo auf
der Kante sich die Schnittpunkte befinden.

Tabelle definiert, wie diese Fixpunkte verbunden werden. Beispielsweise gibt es bei den zwei
schwarz umrahmten Eintrdgen in der Lookup-Tabelle je zwei Moglichkeiten die Fixpunkte
zu verbinden. Die schwarz gepunkteten Linien verbinden die Fixpunkte ebenso wie die roten
Linien. Die Lookup-Tabelle legt fest, dass die Fixpunkte durch die roten Linien verbunden
werden. Die Lookup-Tabelle sagt aber nichts dariiber aus, wo die Fixpunkte auf der Kante
liegen. Ein Fixpunkt kann in der Mitte einer violetten Kante liegen, ebenso wie er ganz nah
beim griinen oder beim blauen Punkt liegen kann. Wo der Fixpunkt genau liegt, wurde im
ersten Schritt durch die Schnittpunktberechnung mit dem Otsu-Schwellwert ermittelt. Durch
das Verbinden der Fixpunkte ergibt sich die Porenoberflache.

Im 3D-Fall werden anstatt von Quadraten Hexaeder in der Lookup-Tabelle nachgeschla-
gen. Anstelle der Linien verbinden im 3D-Fall Dreiecke die berechneten Schnittpunkte. Abbil-
dung 3.6a zeigt einen von 256 Eintragen aus der 3D-Lookup-Tabelle. Eine mit dem ,Marching
Cubes” erstellte Porenoberfliche ist in Abbildung 3.6b dargestellt.

In Abbildung 3.7 ist ein Voxel-Netz dargestellt, in dem sich eine elliptische Pore befindet.
Die elliptische Pore im Voxel-Netz ist stark verpixelt und hat einen sehr geringen E-Modul
zugewiesen. Der ,Marching Cubes“-Algorithmus erzeugt die elliptische rote Pore mit der
glatten Oberflache. Die Ergebnisse konnen nun schon kombiniert werden. Beispielsweise kann
das Verschiebungsfeld der verpixelten Pore auf die glatte Pore interpoliert werden. Die Frage
ist nur noch, welche Belastungen auf das Voxel-Netz aufgebracht werden.

Dazu wird am Bauteilmodell an einer bestimmten Stelle der Dehnungstensor ¢;; ausge-
wertet. Dieser Dehnungstensor wird iiber Referenzpunkte fiir Normal- und Scherbelastungen
als Randbedingung auf das Voxel-Netz des lokalen Modells aufgebracht. Die beiden Refe-
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(a) Eine tabellierte Zelle vom ,Marching Cu-
bes“-Algorithmus definiert wie die Schnitt- (b) Mit ,Marching Cubes* aus einem 3D-Bild
punkte durch Dreiecke verbunden werden. erzeugte Oberfldche einer Pore.

Abbildung 3.6: Analog zum ,Marching Squares“-Algorithmus fiir 2D-Bilder kann der ,Mar-
ching Cubes*“-Algorithmus fiir 3D-Bilder verwendet werden.

V.

Abbildung 3.7: Mit dem Voxelnetz wird die Verformung der Pore berechnet. Die Pore
hat im Voxelnetz eine geringere Steifigkeit. Mit dem Marching Cubes Algorithmus wird die
Oberflache der Pore erstellt. Die verpixelte Verformung vom Voxelnetz kann auf die glatte
Porenoberflache projiziert werden.
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renzpunkte mit je drei Verschiebungsfreiheitsgraden ermoglichen sechs linear unabhéngige
Belastungen, die in Abbildung 3.8 dargestellt sind. Alle Dehnungstensoren koénnen durch
eine Linearkombination dieser sechs Belastungen beschrieben werden. Das Voxelnetz ist mit
periodischen Randbedingungen an die Referenzpunktverschiebungen gekoppelt. Periodische
Randbedingungen werden spéater im Kapitel 3.3.2 genauer erklart und werden mit dem ,,Mi-
cromechanics plugin“ [10] in Abaqus erzeugt.
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Abbildung 3.8: Elementare Verformungen mit farblich dargestelltem Betrag der Verschie-
bungen im lokalen Modell.

Die Deformationen in den Abbildungen 3.8a, 3.8b, 3.8c in der ersten Zeile werden durch
den Referenzpunkt fiir Normalbelastungen beschrieben, wohingegen der Referenzpunkt fiir
Scherbelastungen die Deformationen in den Abbildungen 3.8d, 3.8e, 3.8f in der zweiten Zeile
definiert.

Bei einer linearen FEM-Simulation kann die Simulationsdauer mit ,linear perturbation
deutlich verringert werden. Dabei werden alle sechs linear unabhéngigen Belastungen gleich-
zeitig simuliert. Das dauert nicht viel langer als eine einzige Simulation, weil Eigenschaften
von linearen Gleichungssystemen ausgenutzt werden kénnen. Alle anderen Belastungen er-
geben sich durch eine schnelle Linearkombination dieser sechs Simulationen.

Bei einer FEM-Simulation spielt auch der Element-Typ eine wichtige Rolle. Abbildung 3.9
zeigt die Dehnung e, in einem Voxelnetz mit einer kugelférmigen Pore fiir unterschiedliche
Element-Typen. 20-Knoten Hexaeder mit reduzierter Integration C3D20R (links) beschrei-
ben die Dehnung am besten und werden als Referenz verwendet. 8-Knoten Hexaeder mit
reduzierter Integration C3D8R (mitte) und 8-Knoten Hexaeder mit voller Integration C3D8
(rechts) zeigen einen dhnlichen Dehnungsverlauf wie C3D20R Elemente. An den Grenzen
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zwischen der Pore und dem Material ist der Unterschied zwischen 8-Knoten und 20-Knoten
Elementen sichtbar. 8-Knoten Elemente interpolieren die Dehnungen mit einer linearen Funk-
tion, wohingegen die 20-Knoten-Elemente hoher gradige Funktionen verwenden.

C3D8R Elemente sind weniger steif als das Pendant mit voller Integration C3D8 und
approximieren die Verschiebung dadurch etwas besser. C3D8R Elemente zeigen wegen der
reduzierten Integration bei grofsen Spriingen des E-Moduls héufig ,,Hourglassing®. Die Ergeb-
nisse sind dann unbrauchbar. Obwohl ,Hourglassing in diesem Beispiel nicht auftritt, werden
vorsichtshalber dennoch C3D8 Elemente verwendet. Der Vorteil von 8-Knoten Hexaedern ge-
geniiber 20-Knoten Hexaedern ist, dass mit gleich vielen Freiheitsgraden das Voxelnetz feiner
sein kann und dadurch die Porengeometrie besser approximiert wird.

EEil C3D20R C3D8R C3D8
(Avg: 75%)

3.5
[ 3.1

2.7

2.3

1.9

3

0.6 Y

0.2

o8 ;

-1.0 X

Abbildung 3.9: Vergleich von 20-Knoten Hexaedern mit reduzierter Integration (links),
8-Knoten Hexaedern mit reduzierter Integration (mitte) und 8-Knoten Hexaedern mit voller
Integration (rechts) anhand eines Voxelnetzes mit einer kugelformigen Pore. Die Dehnung
Exx Unter einer Zugbelastung ist farblich dargestellt.

3.2 Schnittstelle vom lokalen Modell zum Rissmodell

Im lokalen Modell wird mit dem Voxel-Netz ein Verschiebungsfeld berechnet und mit dem
,Marching Cubes*-Algorithmus die Porenoberfliche generiert. Daraus miissen nun neun Pa-
rameter (¢, C\v, Euus Evvy Yavs Euny Evny kb, k%) fiir das Rissmodell abgeleitet werden.

Zuerst werden die Kriimmungen der Porenoberflache ¢, ¢,, berechnet. Fiir jedes Drei-
eckselement der Porenoberflache wird eine Naherungsflache angeschmiegt und daraus werden
die Kriimmungen ermittelt. Dazu wird fiir jedes Dreieckselement auf der Porenoberfléche zu-
erst ein neues Koordinatensystem (-£-n definiert. Abbildung 3.10 zeigt einen Ausschnitt der
Pore mit dem (-£-n Koordinatensystem fiir ein Dreieckselement A. Der Ursprung des (-£-n
Koordinatensystems liegt in der Mitte des Elementes A. Um das Element 4 herum wer-
den weitere rot eingezeichnete Elemente S ausgewahlt. Jedes Element ¢; € § muss die drei
Kriterien

|Position(A) — Position(s;) |2 < p
-90° < « (Normalvektor(.A), Normalvektor(s;)) < 90° (3.5)
G; € {A} u (Nachbaren{A} n §) u (Nachbaren{(Nachbaren{A} nS)} nS)u...

erfiillen. Der Abstand zwischen einem Element ¢; und dem Element A darf nicht grofer als
der Auswahlradius p sein. Der Auswahlradius p muss wie in Kapitel 5.2 beschrieben vom
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y X
Abbildung 3.10: Der Ursprung fiir das neue Koordinatensystem (-£-n wird auf ein Element
A an der Porenoberfliche gelegt. Der Normalvektor n steht senkrecht auf die Oberflache.

Der (- und der &-Vektor sind beliebig. Um den Ursprung werden weitere Elemente S (rot)
ausgewahlt.

Benutzer sinnvoll gewahlt werden. Der Flachennormalvektor eines Elementes ¢; darf vom
Flachennormalvektor des Elementes A nicht um 90° oder mehr abweichen. § enthélt neben
dem Ursprungs-Element A auch alle Nachbarn von A, die diese drei Kriterien erfiillen. Die
Nachbar-Elemente dieser Nachbarn sind ebenfalls in S, wenn sie die drei Kriterien erfiillen
und fiir die Nachbarn dieser Nachbar-Elemente gilt das wiederum und so weiter. Es gibt also
einen Weg zwischen einem Element ¢; € § und dem Element A und dieser Weg enthélt nur
Elemente, die alle drei Kriterien erfiillen.

Die Gewichtungsfaktoren
w; = Flache(s;) - (1 — ||Position(.A) — Position(s;)|2/9) (3.6)

fiir die ausgewéhlten Dreieckselemente ¢; beriicksichtigen die Fléchen der Dreiecke und die
Distanzen zum Ursprungs-Element A. Der in Abbildung 3.10 eingezeichnete Normalvektor

_ Y; Normalvektor(s;) - w;
) 2 Wi

ist der gewichtete Mittelwert der Normalvektoren der ausgewéhlten Elementen ¢;. Die (- und
&-Vektoren miissen nur rechtwinklig auf den n-Vektor stehen, sind ansonsten aber beliebig
wahlbar.

(3.7)

Nun ist das (-£-n Koordinatensystem bekannt und die Mittelpunkte der ausgewahl-
ten Elemente S; werden vom x-y-z Koordinatensystem in das neue System rotiert. Die n-
Komponenten werden durch eine biquadratische Ausgleichsebene

_ e el 2] lCl _ 2 2
n((, &) = =cee CCHcee-E+cee (- 3.8
(€& =[¢ 5][%/2 v || ¢ 7 Cecr e e (L (3.8)
angendhert. Fiir die Regression wird die gewichtete Methode der kleinsten Quadrate
min || (n; = n(u,v;)) - will2 (3.9)
cciCee cee

mit denselben Gewichtungsfaktoren w; wie bei der Berechnung des n-Vektors verwendet.
Abbildung 3.11 zeigt die blaue Ausgleichsebene mit den roten Mittelpunktpositionen der
Elemente g;.
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Abbildung 3.11: Ermittlung der Kriimmungen ce¢,cee,cce an der Porenoberfliche: Die
Funktion n((, &) = cec (2 +cee - §2 + ce - (- € approximiert die ¢-§-n Mittelpunktpositionen der
Oberflachenelemente.

Wie bereits erwahnt sind die (- und &-Vektoren beliebig wahlbar. Eine Méglichkeit ist es
den (- und &-Vektor so zu wéhlen, dass die Kriimmung c.¢ Null wird. Dieses Hauptkriimmungs-
Koordinatensystem wird u-v-n System genannt. Dazu wird das Eigenwertproblem

[ C¢¢ 045/2] leci] - ci leci] mit i€ {u,v} (3.10)
€¢i

cel2  cee ||ea

mit den zwei neuen Eigenvektoren e, = [ecy, €¢y] und e, = [ecy, egy ] sowie den Eigenwerten
Cuu und ¢y, gelost. Die Eigenvektoren e, und e, spannen mit dem n-Vektor das neue u-v-n
Koordinatensystem auf. Die Eigenwerte ¢,, und ¢, sind die Kriimmungen im neuen u-v-n
Koordinaten-System. Durch diese Koordinatentransformation vom (-é-n zum u-v-n System
konnen die drei Parameter cc¢, cee, cee auf zwei Parameter c,, und c,, reduziert werden.

Die restlichen Parameter (¢uu, €vv, Yuvs Euns Evn, ku, kv) beziehen sich ebenfalls auf das
u-v-n Koordinatensystem und beschreiben die Deformation des Rissmodells. In Abbildung
3.12 ist die undeformierte Risszelle als schwarzes Gitter eingezeichnet. Das Verschiebungsfeld
vom lokalen Modell wird an insgesamt 24 Stiitzstellen auf die Risszelle interpoliert. Diese
Stiitzstellen sind auf den vier seitlichen Fliachen der Risszelle angebracht.

Die Risszelle hat eine Lange und Breite von [, = [, = 5 - @yna.- Wenn der Benutzer eine
andere maximale Risslange a,,., eingibt, muss die Risszelle neu erstellt werden und die
Deformationen werden neu berechnet. Das Verhéltnis von [, /ames = 5 bzw. Iy /ame: = 5 ergibt
sich aus dem Rissmodell, das im néchsten Kapitel beschrieben wird.

Die je 24 Verschiebungen Auwu;, Av;, An; der Stiitzpunkte werden durch die Funktionen

Au(u,v,n) =u e +05 vy +n-u-k +1-Cy
Av(u,v,n) =v- -y +0.5-u- Yy +n-v-kl, +1-C, (3.11)
An(u,v,n) =u ey + V- ey +1-Cy

mit der Methode der kleinsten QQuadrate angenihert. Aus dieser Regression ergeben sich
die Konstanten C,, C,, C,, die nicht weiter beachtet werden, die Dehnungen &, &y, die
Scherungen 7.y, €un, €vn und die Biegungen k,, k,. Abbildung 3.13 zeigt die moglichen
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Abbildung 3.12: Ermittlung der Verschiebungen im u-v-n Koordinatensystem des Rissmo-
dels. Der schwarze Quader stellt die undeformierte Risszelle dar. Der Riss wéchst von unten
entlang der n-Achse nach oben. An den seitlichen Flichen werden an jeweils 9 Stellen die
Verschiebungen vom lokalen Modell auf die Risszelle interpoliert. Die blauen Fliachen passen
diese Verschiebungen an. Die roten Pfeile sind die Residuen der Anpassung.

Deformationen. Die Scherung +,, wird als ,reine“ Scherung aufgebracht, wohingegen die
Scherungen e, und &, als ,einfache“ Scherungen aufgebracht werden.

Ein Wiirfel hat acht Knoten mit jeweils drei Koordinaten. Um alle Deformationen eines
Wiirfels abzubilden, wéren ohne die drei Starrkorperverschiebungen 8 -3 — 3 = 21 Parameter
notwendig. Das Modell ist also eine Vereinfachung, die nur sieben anstatt 21 Parameter fiir
die Deformationen verwendet. Dabei wird allerdings darauf geachtet, dass die sieben linear
unabhéngigen Deformationen fiir die Rissinitiierung relevant sind. In Kapitel 2.1 werden die
Rissoffnungsarten diskutiert. Es féllt auf, dass die Deformationen zufolge €., €yv, ku, kv und
Yuv zU einer Mode I Belastung fithren. Abbildung 3.14 zeigt einige Deformationen, die nicht
durch die sieben Parameter beschrieben werden konnen.

Fiir das lokale Modell sind nun die Krimmungen c,,, ¢, die Dehnungen ¢, &y, die
Scherungen 7.y, €un, €vn und die Biegungen k,, k, bekannt. Im n#chsten Schritt werden
diese Parameter in das Rissmodell iibertragen. Dazu werden dimensionslose Kennzahlen
verwendet. Die dimensionslose Tiefe a* bzw. Léange [*

*

a
a* = bzw. [* =
amax amax

(3.12)

sind die auf die maximale Risslinge a,,,, bezogene Tiefe a bzw. Lange [. Da die maximale
Risslange a4, und die Tiefe a bzw. die Lange [ die Dimension Léange haben, ist der Quotient
davon dimensionslos. Die Kriimmungen der Porenoberfliche haben die Dimension 1/Lénge.
Die dimensionslosen Krimmungen

* *
Chy = Caun * Gmaz DZW. Cho = Coy * Qma (3.13)

ergeben sich aus dem Produkt der Kriimmungen ¢, bzw. ¢, in der Dimension 1/Lénge mit
der maximalen Risslange a4, in der Dimension Lénge. Analog dazu sind die dimensionslosen
Biegungen

ky = ky - Gmaz bzw. K = ky - Gmas (3.14)

das Produkt der Biegungen k, bzw. k, in der Dimension 1/Lénge mit der maximalen Risslan-
g€ Gymqe in der Dimension Lange. Die Dehnungen und Scherungen sind bereits dimensionslos
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(f) ky =05

Abbildung 3.13: Linearisierte Deformationen, die dem Rissmodell als Randbedingungen
iibergeben werden, mit entsprechenden Rissorientierungen.

(a) enn =0.5 (b) enu =0.5 (c) env =0.5

Abbildung 3.14: Beispiele von Deformationen, die nicht abgebildet werden kénnen.
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und miissen nicht umgerechnet werden:

* .
uu

Enu = Eun DZW. €5, = €4y bzw. Y, = Yuv bzw. €5, = €un bzw. €}, = €y (3.15)

Mit den eben ermittelten dimensionslosen Kennzahlen kénnen Ahnlichkeitsbeziehungen
zwischen den Risszellen im lokalen Modell und den Risszellen im Rissmodell angegeben wer-
den. Zwei Risszellen sind einander dhnlich, wenn beide die gleichen dimensionslosen Kenn-
zahlen haben. Wenn zwei Risszellen also die gleichen dimensionslosen Hohen [}, Breiten [Z,
Tiefen [} und die gleichen dimensionslosen Parameter ¢, ci,, €k, €y Vivs €0y Eony ki, K
haben, dann sind die zwei Risszellen ahnlich.

Abbildung 3.15 zeigt wie an einer Pore zwei Risszellen in das Rissmodell iibertragen
werden. Die Risszelle 1 hat eine grokere maximale Risslange als die Risszelle 2. Im lokalen
Modell wird das Voxel-Netz simuliert. Am Rand der Risszellen wird das Verschiebungsfeld
aus dem Voxel-Netz durch die Lastparameter €.y, €yv, Yuv, Euns Evn, ki, ki beschrieben. Fiir
beide Risszellen miissen die Lastparameter also separat voneinander ermittelt werden. Im
Gegensatz dazu muss die Kriimmung der Porenoberflache c,, nur einmal gefittet werden.

Das Rissmodell wird einfachheitshalber im N-mm-s Einheitensystem definiert und die

maximale Risslénge im Rissmodell a/,,, wird durch Parameterstudien im néchsten Kapitel

festgelegt. Damit kann aus den dimensionslosen Kennzahlen eine Zelle im Rissmodell erstellt
werden, die dhnlich zur Zelle im lokalen Modell ist. Die auf das Rissmodell bezogenen Werte
werden mit einem Apostroph gekennzeichnet. Beispielsweise kann die Tiefe im Rissmodell

a'=a*-a (3.16)

max

aus der dimensionslosen Tiefe a* und der maximalen Risslénge im Rissmodell a/,,, berechnet

werden. Auf die gleiche Weise werden die Kriimmungen bzw. Biegungen im Rissmodell

ch ci k;;
Cou = = bzw. ¢, = === bzw. k, = —— bzw. k{ =

!/ / !/
a’mam a’mam max max

ky

(3.17)

ermittelt. Die Dehnungen ¢/, €, und Scherungen ~/,, €/,, €., miissen wiederum nicht

umgerechnet werden, sondern entsprechen genau ihrem jeweiligen Pendant im lokalen Modell.

3.3 Rissmodell

Das Rissmodell iibernimmt die neun Parameter ¢/, c.,, €uu, Evvs Yuvs Euns Evn, K, kL und gibt
die Energiefreisetzungsraten G’(a’) und die Hauptnormalspannungen of(a’) als Funktion
iber die Tiefe a’ zuriick. Konstanten und Variablen wie beispielsweise ¢/, die sich auf das
Rissmodell beziehen, werden mit einem Apostroph gekennzeichnet.

Die Energiefreisetzungsrate G’(a’) sowie die Hauptnormalspannung o7 (a’) kénnen ent-
weder durch FEM-Modelle oder durch ein statistisches Modell ermittelt werden. Ein FEM-
Modell ermittelt mit einer Simulation die Hauptnormalspannung of(a’) und mit sechs wei-
teren Simulationen die Energiefreisetzungsrate G’(a’). Fiir das statistische Modell werden
16375 FEM-Modelle mit insgesamt 98250 Simulationen berechnet. Zur Validierung und Ve-
rifizierung werden zusétzlich mehr als 2000 FEM-Modelle erzeugt.
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Abbildung 3.15: Ahnlichkeitsbeziehungen zwischen Risszellen im lokalen Modell und Riss-
zellen im Rissmodell.

3.3.1 Risszellengeometrie

Fir das FEM-Modell wird zuerst eine Risszelle erzeugt. Abbildung 3.16a zeigt eine Risszel-
le mit den eingezeichneten Geometrieparametern. Die Vorderseite der Zelle entspricht der
Porenoberflache. Wenn ein rein elliptischer Riss wie in Abbildung 3.16b eingebracht wird,
wiirde sich der Riss bei hohen Kriimmung zur Porenoberfliche hin wieder verjiingen. Dies
wird als physikalisch wenig plausibel erachtet, weshalb die rechte Seite des elliptischen Risses
abgeschnitten und durch ein Rechteck ersetzt wird.

Der Ursprung des u-v-n Hauptkriimmungssystems liegt in der Mitte der Zellen-Vorderseite.
Entlang des Risspfades bis zur maximalen Risslange a/,,, wird in der ersten Simulation die
Hauptnormalspannung o/ (a) bestimmt. Danach werden die Risspartitionen in die Zelle so
eingebracht, dass sie normal auf die soeben bestimmte Hauptnormalspannung an der Zellen-
vorderseite o (0 mm) liegen.

In Abbildung 3.16a ist die Kriimmung ¢/, positiv und somit konvex, wohingegen die

Kriimmungen ¢, ¢ negativ und somit konkav sind.

/
vv? “uu,Riickseite’ cvv,Rﬁckseite

Im weiteren Verlauf werden wie aus Tabelle 3.2 ersichtlich die Kriimmungen an der Riick-
seite ¢/ Riickseite’ cl Riickseite Null gesetzt, da sich wahrend der Arbeit herausstellte, dass diese
Krummungen keinen Einfluss auf die Rissinitiierung haben. Die Kriimmungen an der Vor-
derseite cl,, ¢}, konnen nur im Bereich von —1/mm bis 1/mm gew&hlt werden, da grofere

Kriimmungen Problemen mit dem FEM-Netz verursachen.

Wie in Kapitel 2.4 erwahnt sollten fiir das kombinierte Kriterium mehrere Rissformen
simuliert werden. Die Form des Risses wird durch das Verhéltnis von maximaler Risslan-
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(a) Risszelle mit verschiedenen Risspartitio- (b) Uberzeichnete Seitenansicht. Der Riss ist
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recht auf die Rissflache. Der Riss wéchst in n- Seite ist ein Rechteck, weil eine rein elliptische
Richtung normal auf die Porenoberflache in die Form zu einer unrealistischen Verjiingung fiih-

Zelle. ren wiirde.

Abbildung 3.16: Geometrieparameter der Risszelle.

Tabelle 3.2: Parameter der Risszelle

Zellenbreite | I/, =1 mm
Zellenhdhe | 7 =1 mm
Zellentiefe | I/ =1.25 mm
Kriimmungen der Riickseite | ¢{| piekseite = Cou Ritckseite = 0/
Kriimmungen der Vorderseite | —1/mm < ¢/, ¢/, < 1/mm
maximale Rissldnge | a/,,.. = 0.2 mm
maximale Rissbreite | 0.1 mm </, <0.3 mm
Risslangen der Risspartitionen | a} € {0.04, 0.08, 0.12, 0.18, 0.2} mm
E-Modul | E” = 1000 MPa

. . . o

a rae testgelegt. Die maximale Rissbreite 0],,, ist neben
den neun bereits bekannten Parametern ¢/, .., €uus Evvy Yuvs Euns Evns ki, Kk, der zehnte
Parameter.

ge a! .. zur maximalen Rissbreite b/

Um die Werte in Tabelle 3.2 festzulegen, werden Parameterstudien verwendet, die in dem
folgenden Kapiteln beschrieben sind.

Parameterstudie: Risszellentiefe

Die Belastung wird vom lokalen Modell an das Rissmodell iibergeben. Wenn sich im Rissmo-
dell ein Riss offnet, hat das auch Auswirkungen auf die Randbedingungen. Die Reaktions-
krifte werden kleiner. Diese Anderung der Reaktionskrifte wird jedoch nicht an das lokale
Modell zuriick iibergeben. Stattdessen wird angenommen, dass die Anderung der Reaktions-
krafte vernachlissigbar klein ist. Diese Annahme ist nur giiltig, wenn der Riss im Vergleich
zur Risszelle klein ist.

Abbildung 3.17 stellt die Ergebnisse der Parameterstudie dar, bei der die Risszellentiefe
I/ verandert wurde. Als Indikator fiir die Anderung der Reaktionskrifte wird die relative
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Dehnungsenergie II/, (a’)/II (0) dargestellt. Idealerweise liegt die relative Dehnungsenergie
bei 100%. Das wiirde bedeuten, dass sich die Reaktionskréfte nicht verdndern.

100.00 < 100.0
99.95 A
99.5
99.90 A
X X
2 99.85 - = 9901
£ i _&f
99.80 055
99.75 { == [, = 1.00 mm
Il = 2.00 mm 08.0 4 = 1, = 1.50 mm
99.70 1 —¢ I, = 3.00 mm I, = 2.50 mm
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
a’ in mm a’ in mm
(a) Relative Dehnungsenergie iiber die Tiefe a’ (b) Relative Dehnungsenergie iber die Tiefe a’
bei Belastung A bei Belastung B

Abbildung 3.17: Auswirkung der Risszellentiefe I!. Je grofer die Risszelle, desto weniger
Einfluss hat ein Riss mit der Lénge a’ auf die Reaktionskréfte und desto naher ist die relative
der Dehnungsenergie bei 100%.

Bei der Belastung A (Abbildung 3.17a) ist die Zelle konvex gekriimmt ¢}, = 1/mm, wéih-
rend sie bei Belastung B (Abbildung 3.17b) konkav gekriimmt ¢/, = —1/mm ist. Bei beiden
Belastungen betrigt die Dehnung e,, = 1. Die maximale relative Anderung der Dehnungs-
energie ist fiir alle Tiefen a’ kleiner als 3%.

Abbildung 3.18a stellt den Verlauf der Hauptnormalspannungen o/ (a’) dar und Abbil-
dung 3.18b zeigt den Verlauf der Energiefreisetzungsrate G’(a’). Die beiden Verldufe sind
gegeniiber der Risszellentiefe I/ invariant. Es kann also eine moglichst kleine Risszellentiefe
gewahlt werden, um Rechenzeit zu sparen.

Bei der kleinsten Risszellentiefe I/ = 1 mm {iberschneiden sich die Vorder- und Riickseite
der Risszelle, wenn grofe konvexe Kriimmungen an der Vorder- und Riickseite mit ¢/, =
I/mm und ¢ pideeite = 1/mm gewdhlt werden. Dann kann kein FEM-Netz mehr erstellt
werden. Deshalb wird eine etwas grofsere Risszellentiefe von I/ = 1.25 mm verwendet.

Parameterstudie: Maximale Risslinge

An der Rissfront tritt eine Spannungsiiberh6hung auf, die abflacht je weiter man sich von
der Rissfront entfernt. Wenn der Riss zu grof ist, dann ist in der Risszelle kein Platz mehr,
damit die Spannungsiiberh6hung abflachen kann und das Ergebnis ist falsch.

Der Riss kann entweder zu lang sein und der Riickseite zu nahekommen oder er kann zu
breit sein und den Seitenwanden zu nahekommen. Die Rissbreite b/,,, muss also gemeinsam

mit der Risslinge al,,. betrachtet werden, um zu garantieren, dass sowohl die Riickseite
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Abbildung 3.18: Auswirkung der Risszellentiefe I/. Die Risszellentiefe hat keine wesentli-
chen Auswirkungen.

weit genug von der Rissfront entfernt ist, als auch dass der Abstand zu den Seitenwédnden
grof genug ist. Vorausgesetzt wird, dass valide Ergebnisse fiir Seitenldngenverhéltnisse von

b lak .. =0.5bis b [al =1.5 moglich sein miissen.

Die Hauptnormalspannung wird bestimmt, bevor ein Riss in das Modell eingebracht
wird und héngt nicht vom Spannungsverlauf an der Rissfront ab. Die Hauptnormalspannung
ist fiir die Bestimmung der maximale Rissldnge a/,,, also nicht wichtig. Wenn die Span-
nungsiiberhéhung am Zellenrand abgeschnitten wird, weil der Riss zu grofs ist, dann ist das
stattdessen anhand der Energiefreisetzungsrate G’(a’) zu erkennen. Abbildung 3.19a zeigt
die normierte Energiefreisetzungsrate fiir ein Seitenlangenverhéltnis von ¥/, /a’. .. = 0.5 und
Abbildung 3.19a stellt die normierte Energiefreisetzungsrate fiir ein Seitenldngenverhéltnis

von bl . /ah... = 1.5 dar.

Um die maximale Risslange a/, .. festzulegen, werden alle Krimmungen und Biegungen
Null gesetzt und die Zelle wird mit der Dehnung ¢,, = 1 beaufschlagt. Die Risszelle ist
dann ein perfekter Hexaeder fiir den bekannt ist, dass die Energiefreisetzungsrate G’(a’)

eine lineare Funktion

G'(a")y=C-d (3.18)
mit der Steigung C' ist. Das folgt aus der dimensionslosen Energiefreisetzungsrate
G'(a")
G*(a*") = =——— 3.19
(a ) E[ ‘a/ ? ( )

max

die in Kapitel 3.4 eingefiihrt wird. Die dimensionslose Energiefreisetzungsrate kann mit a* =
a'lal,.. auf die Energiefreisetzungsrate

G'(al,un)
= \Ymaaz) a Y= 1) E o 5
El.al = G (amaw) G ( ) E a/mam (3 0)

max

G*(1) =

umgeformt werden. Wenn die Kriimmungen und Biegungen Null gesetzt werden, bleibt die

Ahnlichkeitsbeziehnung zwischen den Zellen erhalten, wenn die maximale Risslinge a’ .
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verandert wird. Statt a/,,, kann dann einfach die Tiefe a’ verwendet werden. Daraus folgt,

dass die Energiefreisetzungsrate

G'(d)=G*(1)-E'd' =C-d (3.21)
|
c
eine lineare Funktion ist. Die Zellenabmessungen [}, = 5-a/, ..., L. =5-a},,., I}, = 6.25-a],..

werden zwar auch skaliert, wenn a/,,. verdndert wird, aber die Grofse der Zelle hat keinen

Einfluss auf die Energiefreisetzungsrate, solange der Riss klein genug ist. Wenn die Energie-
freisetzungsrate also von einer linearen Funktion abweicht, ist das darauf zuriickzufiihren,
dass die Grofe der Zelle einen Einfluss hat und die maximale Risslénge verkleinert werden
sollte. Die normierte Energiefreisetzungsrate

Gl !/ !/
ﬂ =C- ,a_ (3.22)
amax amax
bezieht sich auf die maximale Risslidnge a/,,,...
In Abbildung 3.19a weicht nur eine maximale Rissldnge von a/,,, = 0.5 mm von dieser

Gerade ab. Bei einem groferem Seitenldngenverhéltnis von b/,,,./a’, ... = 1.5 in Abbildung

3.19b weicht bereits eine maximale Risslénge von a/, ... = 0.3 mm deutlich von einer Geraden

ab. Die maximale Rissldnge von a/,,, = 0.2 mm zeigt ebenfalls eine geringere Abweichung

von 4.8%, was aber toleriert wird. Als maximale Rissldnge wird also a/,,, = 0.2 mm gewé&hlt.

Da die Energiefreisetzungsrate unterschétzt wird und somit zu einer weniger konserva-
tiven Auslegung fiihrt, kann der Fehler durch eine kleinere kritische Energiefreisetzungsrate

G, kompensiert werden. Die korrigierte kritische Energiefreisetzungsrate
/ _ G;m“it _ G;W‘it (3 23)
krit,korrigiert — Sa’ - 1.05 .

verwendet beispielsweise einen Sicherheitsfaktor von S, =1.05.

Parameterstudie: Anzahl der Risspartitionen

Fiir die Berechnung der Energiefreisetzungsrate G’(a’) sind mehrere Simulationen nétig, bei
denen eine Risspartition nach der anderen getffnet wird. Eine Risspartition entspricht einer
gewissen Rissldnge a’. Die Anzahl der Risspartitionen sollte mdoglichst gering sein, um den
Rechenaufwand zu minimieren. Andererseits muss der Verlauf der Energiefreisetzungsrate
G'(a") moglichst genau abgebildet werden.

Fiir die Parameterstudie werden mehrere Rissmodelle mit unterschiedlichen Geometrien
und Belastungen mit unterschiedlich vielen Risspartitionen simuliert. Abbildung 3.20 zeigt
zwei Beispiele der Parameterstudie.

Die Energiefreisetzungsrate G4(a’) wird aus 19 Risspartitionen ermittelt. Die Rissparti-
tionen sind dquidistant von 0 mm bis zu a/,,,, verteilt und in Abbildung 3.20 mit ,,x“-Zeichen
markiert. Die Energiefreisetzungsraten G} (a’), G4(a’) und G%(a’) haben dagegen eine, zwei

und fiinf Risspartitionen.

Die Risspartitionen ,,x*“ werden mit Lagrange-Polynomen [11] interpoliert. Wie aus den
Abbildungen 3.20a und 3.20b ersichtlich, sind die interpolierten Energiefreisetzungsraten
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Abweichung von 11.7% nicht mehr giiltig. ab. Dieser Fehler wird toleriert.

Abbildung 3.19: Einfluss des Seitenlangenverhéltnisses o/, .. /a! . . Die Porenoberflache ist
nicht gekriimmt, sodass keine Kerbwirkung auftritt. Die Energiefreisetzungsrate G’(a’) ist

theoretisch eine gerade Linie, die mit a/,,, skaliert werden kann.
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Abbildung 3.20: Auswirkung der Anzahl an Risspartitionen. Die simulierten Risspartitio-
nen ,,x“ werden durch Lagrange-Polynome [11] interpoliert.
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G1(a") und G%(a’) mit einer und zwei Risspartitionen nicht in der Lage die simulierten
Energiefreisetzungsraten ,,x* korrekt abzubilden.

Andererseits ist die Energiefreisetzungsrate G'4(a’), die als Referenz verwendet wird und
am genauesten sein sollte, bei kleinen Rissldngen mit einer Energiefreisetzungsrate von fast
0 mJ/mm? ebenfalls wenig plausibel. Das hingt damit zusammen, dass das FE-Netz nicht
fein genug ist, um die Verformung um die Rissfront abzubilden, wodurch der Riss fast ge-
schlossen bleibt. Es wird also eher die Netzabhéngigkeit ermittelt als die Energiefreisetzungs-
rate. Aufserdem sind 19 Risspartition nicht notwendig, weil ein Interpolationspolynom 19.-ten
Grades sowieso iiberschwingt und ein geringerer Polynomgrad besser ist.

Deshalb werden 5 Risspartitionen verwendet, da sie die simulierten Energiefreisetzungs-
raten ,,x“ gut abbilden, ohne jedoch bei zu kleinen Rissldngen Probleme mit der Netzabhén-
gigkeit zu verursachen.

3.3.2 FE-Modell der Risszelle

Abbildung 3.21 zeigt die Vorgehensweise fiir die FEM Simulationen. Als Eingabe werden die
zehn bereits bekannten Parameter ¢/, ¢, €uu, Evvs Yav, Euns Evns ki ki, 0. Ubergeben.
Mit insgesamt sieben FE-Simulationen werden die Hauptnormalspannung o7(a’) und die
Energiefreisetzungsrate G'(a’) ermittelt.

Eingabeparameter

[Geometrie erzeugenHvernetzen [ *.inp schreiben Hsimulieren|HODB auslesen]|

mit Risspartitionen

[Netz speichernfHvernetzen HGeometrie erzeugenH

fiir jede Risspartition

[Netz laden|—{Partition 6ffnen|— *.inp schreiben [—simulieren H—0DBs auslesen|

[Datenbank befiillen|

Abbildung 3.21: Vorgehensweise bei der Simulation des Rissmodells: Aus den Eingabe-
parametern wird die Risszelle erzeugt, vernetzt und gerechnet. Der Spannungstensor wird
entlang der Rissrichtung ausgelesen. Daraus ergibt sich auch die Hauptnormalspannung an
der Porenoberflache oy(a = 0 mm). Verschiedene Risslangen (Risspartitionen) werden in die
Risszelle eingebracht. Der Normalvektor der Rissflichen zeigt in die Richtung der soeben
ermittelten Hauptnormalspannung o;(a = 0 mm). Die Risszelle wird neu vernetzt und die
verschieden langen Risse werden der Reihe nach gedffnet und gerechnet. Dabei wird die
Dehnungsenergie II/ ermittelt und daraus die Energiefreisetzungsrate G'(a’) berechnet. Die
Ergebnisse werden in einer Datenbank gespeichert.
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In der ersten Simulation wird noch kein Riss eingebracht, sondern nur die Hauptnormal-
spannung o(a’) entlang der Rissrichtung ausgelesen. Da noch kein Riss eingebracht wird,

ist die maximale Rissbreite 0/, . fiir diese Simulation noch nicht von Bedeutung.

Mit den folgenden sechs FE-Simulationen wird die Energiefreisetzungsrate G’(a’) ermit-
telt. Dafiir werden fiinf Risspartitionen mit steigenden Rissldngen in ein FE-Netz so ein-
gebracht, dass die Rissflache normal auf die Hauptnormalspannung an der Porenoberfliche
o1(a’ = 0 mm) steht. Das Seitenlédngenverhdltnis dieser fiinf Risse ist b!,,./al, .., wobei die
maximale Rissbreite 0/,,, ein Eingabeparameter ist. Es sind sechs FE-Simulationen, aber nur
fiinf Risspartitionen, weil bei einer Simulation kein Riss gedffnet wird und erst bei den fiinf
anderen Simulationen die fiinf Risspartitionen der Reihe nach ge6ffnet werden. Die Ausgabe,
darunter die Hauptnormalspannung o} (a’) und die Energiefreisetzungsrate G'(a’), wird in

eine Datenbank geschrieben.

Die Simulation eines Rissmodells startet bei der Ubergabe der Eingabeparameter. Mit den
iibergebenen Kriimmungen ¢/, ¢}, wird die Geometrie fiir die Risszelle ohne Riss in Gmsh

erzeugt und mit quadratischen Tetraedern vernetzt. Das Netz entlang der Rissrichtung ist
dabei feiner als am Rand der Risszelle.

Anschliefsend werden die Solver-Input-Dateien (,,*.inp“-Dateien) geschrieben. Diese Datei-
en definieren neben dem Netz auch die Randbedingungen, das Material und die Belastungen.
Die Belastungen ergeben sich durch die Eingabeparameter €.y, €vv, Yuvs Euny Evn, K, und k..

Nach der FE-Berechnung speichert Abaqus das Simulationsergebnis in einer Output-
database-Datei (,,*.odb*-Datei). Aus dieser ,,*.odb“-Datei wird entlang des Risspfades a’ der
Spannungstensor ausgelesen und die grofte Hauptnormalspannung o} (a’) berechnet.

Die nun folgenden Schritte sind in Abbildung 3.21 in der Box ,mit Risspartitionen“ auf-
gegliedert. Risspartitionen sind Fléchen, die normal auf die Hauptnormalspannung an der
Porenoberflache o7 (0 mm) stehen. Mit Gmsh werden in die Geometrie der Risszelle nun al-
le fiinf Risspartitionen eingebracht. Die Rissldngen der Risspartitionen sind in Tabelle 3.2
aufgelistet. Die Rissbreiten b ergeben sich aus der Multiplikation der Risslingen a; mit
dem Seitenlangenverhéltnis b/, /a! ... Die neue Geometrie wird wieder mit quadratischen
Tetraedern vernetzt, aber nicht sofort simuliert, sondern zuvor gespeichert.

Fiir jede Risspartition wird das Netz wieder geladen und die entsprechende Risspartition
durch Verdoppeln der Knoten im FE-Netz getffnet. Diese Vorgehensweise garantiert, dass
jede Risspartition dasselbe Netz verwendet. Wenn hingegen fiir jede Risspartition ein neues
Netz erstellt werden wiirde, wiirden sich die Fehler zufolge der Netzabhéngigkeit aufsummie-
ren, wihrend sich die Fehler zufolge der Netzabhéngigkeit selbst eliminieren, wenn immer
dasselbe Netz verwendet wird. Auferdem kann nur mit demselben Netz garantiert werden,
dass die Energiefreisetzung AIl’ nicht negativ sowie monoton steigend ist und somit auch
die Energiefreisetzungsrate G’(a’) nicht negativ ist.

Nachdem die Risspartition geoffnet sind, konnen wiederum ,,*.inp“-Dateien geschrieben
und simuliert werden. Eine weitere Simulation mit diesem Netz wird durchgefiihrt, jedoch
ohne eine Risspartition zu 6ffnen. Die Dehnungsenergie dieser Simulation ohne gedffneten
Riss ist die Dehnungsenergie 1I}, , bei einer Risslinge von @' = 0 mm. Die Dehungsenergie
ohne Riss IT} , konnte auch aus der Simulation ausgelesen werden, aus der die Hauptnormal-
spannung errechnet wird. Allerdings unterscheiden sich die Netze und es kdnnte sein, dass
Energiefreisetzungsrate G’(a’) an irgendeiner Stelle negativ wird.
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Sobald fiir alle Risspartitionen die Ergebnisse vorliegen, werden die Dehnungsenergien
1T, ; ausgelesen und die Energiefreisetzungsrate G'(a’) berechnet. Die Ergebnisse werden in

eine SQLite-Datenbank [12] geschrieben.

Randbedingungen

Die Parameter €uy, €vv, Yuvs Euns Evn, K, und k! definieren die Belastung der Risszelle. Die-
se Parameter konnen allerdings nicht direkt in Abaqus als Randbedingungen aufgebracht
werden, sondern werden zuerst Verschiebungen von Referenzpunkten zugewiesen. Diese Ver-
schiebungen werden wiederum mit Gleichungen an das Netz gekoppelt. Die Verschiebungen
werden mit einem vorgesetzten A gekennzeichnet. Beispielsweise sind wu, v, n die Positionen
und Awu, Av, An die jeweiligen Verschiebungen.

Abbildung 3.22 zeigt zwei Vaiianten, wie die Verschiebungen an das Netz gekorelt wer-
den konnen. In beiden Fallen gibt es einen Referenzpunkt fiir die Scherunezn und einen
Referenzpunkt fiir-die Normaldelnungen. Jeder Referenzpunkt hat cincliorizontale und eine
vertikale Verschicbung und som’t zwei Freiheitsgrade. Bei 3D-Pieplemen hat jeder Referenz-
punkt drei Verschiebungen una drei Freikeitssrade.

SVU
4@1 Scherung

8VLl
€
4—1“ Scherur.g
svu €
\4%
€
<&I Dehnung

vu EVV
€
4—1“” Dehiiung

(a) Einheitsdehnungen: Die Verseliebungen
am Rand werden vor der Simulation estgelegt.
Dadurch sind keine weiteren Randbedingungen
notwendig, um-Starrkérperbewegungen zu ver-
hindern: Die Seitenrdnder bleiben eben.

(b) Periodische Randbedingungen: Die Diffe-
renz der Verschiebungen zweier gegeniiberlie-
gender Knoten wird vor der-Simulation festge-
legt. Weitere Randbedingungen sind nétig, um
Starrkorperbewegungen zu verhindern.

Abbildung 3.22: Randbedingungen fiir 2D-Probleme. Die verformten Zellen kénnen belie-
big oft aneinandergereiht werden.

Bei den Einheitsdehnungen in Abbildung 3.22a definiert ein Verschiebungsfeld

(3.24)

AU’(“? U) SUEyy T U Eyy
Av(u,0) =v-eyy + U+ Egy

die Verschiebungen Au und Av der Knoten am Rand der Zelle. Die deformierte Zelle bildet
ein Parallelogramm mit ebenen Seitenrdndern. In der Mitte der Zelle konnen sich die Ele-
mente frei verformen. Einheitsdehnungen sind periodisch. Die verformte Zelle kénnte also
beliebig oft an sich selbst aneinandergereiht werden.

Die periodischen Randbedingungen in Abbildung 3.22b sind wie der Name schon sagt
ebenfalls periodisch und die verformte Zelle lasst sich auch beliebig oft an sich selbst anfiigen.
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Im Gegensatz zu den Einheitsdehnungen definiert hier jedoch nicht ein Verschiebungsfeld die
Verschiebung am Rand der Zelle. Stattdessen sind die Differenzen der Verschiebungen

{ Au(ug, v;) — Au(ug,vj) = (u; = uj) - Egn + (Vi — V) - Euy

Av(ug,vi) = Av(uy,v;) = (Vi = v5) - Evv + (U = Uj) - Evu (3.25)

am Rand zwischen zwei gegeniiberliegenden Knoten ¢ und j vorgegeben. Die Freiheitsgrade
der Knoten am linken und am unteren Rand werden nicht gesperrt. Nur die Freiheitsgrade
der Konten am rechten und am oberen Rand werden eliminiert, indem Gleichung 3.25 zu
{ Au(ug, v;) = (u; = uy) - Egn + (V; = v) - Euy + Au(uj, v;) (3.26)
Av(ui,v;) = (V= v;) - Eyy + (U — Uy) - Egn + Av(uj,v5) ’
umgeformt wird und die Verschiebung der rechten bzw. oberen Knoten i als Funktionen der
direkt gegeniiberliegenden linken bzw. unteren Knoten j ausgedriickt werden. Die Dehnun-
gen Euy, Euy, Evvy Evu legen die Verschiebungen der Referenzpunkten fest. Die rechten Knoten
miissen 1:1 einem linken Knoten und die oberen Knoten miissen 1:1 einen unteren Knoten
zugeordnet werden. Das ist nur mdglich, wenn das Netz an den Randflichen gleich ist.

Schneider [13] schléagt eine Methode vor, mit der periodische Randbedingungen auch ver-
wendet werden konne, wenn das Netz an den Randflichen nicht zusammenpasst. Abbildung
3.23 zeigt die Risszelle mit den seitlichen Fléchen, auf die die Randbedingungen gekoppelt
werden sollen. Nach Schneiders Methode wird das untere und das rechte Oberflichen-Netz
auf die obere und die linke Seite kopiert. Dieser Vorgang heiftt ,Facecopy“. Die kopierten
Oberflachen-Netze werden anschliefend mit ,/Tie“-Bedingungen an das tatséchliche obere
und linke Netz gekoppelt. Dabei werden die Freiheitsgrade des tatsédchlichen nicht symme-
trischen Netzes eliminiert und die Freiheitsgrade des kopierten Netzes bleiben erhalten. Nun
kann jedem Knoten auf der rechten Seite direkt ein Knoten des kopierten Netzes auf der
linken Seite zugeordnet werden und auch jeder Knoten auf der Unterseite hat sein kopiertes
Gegeniiber auf der Oberseite.

Tie

Facecopy

Abbildung 3.23: Bei periodischen Randbedingungen muss jedem Knoten auf einer Seite
genau ein Knoten auf der gegeniiberliegenden Seite zugeordnet werden. Sogenannte appro-
ximierte periodische Randbedingungen ermoglichen die 1:1 Zuordnung auch, wenn das Netz
an den Randflichen nicht zusammenpasst. Dabei wird das Oberflichennetz einer Seite auf
die gegentiberliegende Seite kopiert (,,Facecopy®). Das kopierte Netz wird mit ,Ties* an das
eigentlich gegeniiberliegende Oberflachennetz gekoppelt.

Bei periodische Randbedingungen sind Starrkorperbewegungen moglich, da nur die Dif-

ferenzen der Verschiebungen festgelegt werden. Dabei bewegt sich die Zelle als Ganzes. Ei-
ne allfillige Starrkorperbewegung C' eliminiert sich in den Differenzen der Verschiebungen
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selbst (Au(u;,v;) + C) = (Au(uj,v;) + C) = Au(u;,v;) — Au(uj,v;), wird also nicht durch
die periodischen Randbedingungen verhindert. Eine zusatzliche Randbedingung setzt die
Verschiebungen fiir einen Knoten Null, sodass keine Starrkérperbewegung mehr moglich ist.

Ein Vorteil der periodischen Randbedingungen gegeniiber den Einheitsdehnungen ist,
dass am Rand nur die Hélfte der Freiheitsgrade gesperrt wird. Dadurch ist die Zelle we-
niger steif. Fiir reprasentative Einheitszellen bilden die periodischen Randbedingungen das
Verschiebungsfeld sogar exakt ab. Représentative Einheitszellen sind kleine Ausschnitte aus
einem grofen periodischen Modell, die endlos oft aneinandergereiht werden kénnen. Zum
Beispiel ist die hexagonal dichteste Kugelpackung eine repriasentative Einheitszelle fiir das
Metallgitter von Magnesium. Leider ist die Risszelle keine reprasentative Einheitszelle und
die periodischen Randbedingungen sind nur eine Naherung der Einspannungssituation, wenn
auch eine genauere als die Einheitsdehnungen.

Im Gegensatz zum Rissmodell wird im lokalen Modell aus Kapitel 3.1 die Belastung nur
mit periodischen Randbedingungen auf das Voxel-Netz aufgebracht. Das lokale Modell ist
im x-y-z Koordinatensystem definiert. Mit den sechs Komponenten des Dehnungstensors e,
Eyys Ezzy Vxys Vxz» Vyz Werden die Verschiebungen

Ax(xi,yinzi) = (05— x5)  exe + (Ui = Yj) - Yoy + (20 = 25) - xe + Dz (5, Y5, 25)
Ay(mi,yi, Zz) = (yi - yj) “Eyy t (xz - xj) xy T (ZZ - Zj) “Vyz t Ay(xﬁyj? Zj) (3'27)
Az(xmy’uzz) = (Zz - Z]) *Egg t+ ('TZ - x]) *Vxz T (yz - y]) : ’sz + Az(xjay]72])

eliminiert. Die Scherung wird als reine Scherung aufgebracht. Das bedeutet, dass die Sche-
rung exy = 0 Ax(w;,y;,2)[0y gleich grofs wie die Scherung ey = 0 Ay(x;,y;, z;) [0z ist. Im
Dehnungstensor sind die Scherungen ey, und ey zur Scherung

1 (am(mi,yhzi) N aAy(%ym)) (3.28)

(e + )
xy = =(&x Eyx) = =
Ty T Gy T = By Oz

zusammengefasst. Im Gegensatz zur reinen Scherung ist bei der einfachen Scherung ey, =0
und eyx = 2 - 7xy. Die Eintrdge des Dehnungstensors bleiben jedoch gleich.

Im Rissmodell werden andere Belastungen aufgebracht als im lokalen Modell, die nicht
mit den bisher beschriebenen Randbedingungen definiert werden koénnen. Die einfachen pe-
riodischen Randbedingungen und die Einheitsdehnungen konnen zwar die Parameter e,
Evvy Yuvs Euns Evn aufbringen. Die Parameter fiir die Biegungen £/, und k! sind durch diese
Randbedingungen allerdings nicht direkt abbildbar. Dafiir werden die Randbedingungen um
einen zusétzlichen Referenzpunkt mit einem Freiheitsgrade fiir die Biegung erweitert, wie er
in Abbildung 3.24 verwendet wird.

Die Referenzebene fiir die Biegung wird auf die Unterseite gelegt. Dadurch wird die
Zelle bei Biegung zusétzlich gestaucht oder gedehnt. Auf der Referenzebene wird die rechte
Seitenwand um © gedreht. Da die Geometrie linearisiert ist, wird der eingezeichnete vertikale
Anteil der Biegung 1 — cos © vernachléssigt und nur der horizontale Anteil sin© ~ © =1[- k!,
mit der Zellenldnge [ und der Biegung £/, beriicksichtigt.

Die Einheitsdehnungen mit Biegung sind nur noch in eine Richtung periodisch und bei
linearer Geometrie auch nur, wenn die Biegung sehr klein ist. Das Verschiebungsfeld

(3.29)

Au(u,v) =u- ey +v- gy +u-v-k,
Av(u,v) =V ey +U-Eyy
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------ vernachlassigt

<k“—. Biegung

EVLl
fﬁi Scherung ke Eyy
€
. ISW 4—1““ Scherung

@ Dehnung Ir‘?w
Al Dehnung

(a) Einheitsdehnungen mit zusétzlicher Biegung:

In der linearen Analyse wird die Biegung lineari-  (b) Periodische Randbedingungen mit zusétz-
siert, sodass die kleine hier eingezeichnete vertika- licher Biegung: Die Biegung wird analog zu Ab-
le Verschiebung vernachléssigt wird. bildung 3.24a linearisiert.

cn % g Biegung

Abbildung 3.24: Randbedingungen fiir 2D-Probleme. Mit zuséatzlicher Biegung kénnen
die verformten Zellen nur noch horizontal beliebig oft aneinandergereiht werden. In einer
linearen Analyse ist das Aneinanderreihen nur bei sehr kleinen Biegungen moglich, da die
Biegung linearisiert wird und der vertikale Anteil 1 — cos © der Biegung Null gesetzt wird.

bertiicksichtigt nur die horizontale u-Komponenten der Biegung.

Analog zu den Einheitsdehnungen mit Biegung verwenden auch die periodischen Rand-
bedingungen mit Biegung einen zusétzlichen Referenzpunkt. Die Verschiebungen der rechten
und oberen Knoten i

{ Au(ui,v;) = (U —uj) - cgu + (v, = ;) - uy + (Wi —uj) - (v; —v;) -kl + Au(ug, v;) (3.30)

Av(ug,v;) = (V= v;) - Eyy + (U — Uy) - Eyu + Av(uj,v5)

sind wiederum Funktionen der freien Verschiebungen der linken und unteren Knoten j. Ein
zusatzlicher Term bildet die Biegung £/, ab, wobei ebenfalls nur die horizontale u-Komponente
beriicksichtigt wird und die vertikale v-Komponente vernachléssigt und Null gesetzt wird.

Fiir die Risszelle eignen sich weder Einheitsdehnungen mit Biegung noch periodische
Randbedingungen mit Biegung. Wie in Abbildung 3.25a dargestellt ist die Seite, auf der
ein Riss in die Zelle wéchst, frei verformbar und die Referenzpunktverschiebungen kénnen
nur auf die obere und untere Seite sowie im 3D-Fall noch auf die vordere und hintere Seite
gekoppelt werden.

Periodische Randbedingungen kénnen die Scherung ¢,,,, nicht abbilden, wenn die linke und
rechte Seite frei verformbar sind. Abbildung 3.25b zeigt, dass die Scherung e, nur zu einer
Rotation fithrt. Dank der linearisierten Geometrie treten bei der Rotation keine Spannungen
auf und die Dehnungsenergie I1;, ist 0 mJ.

Die Einheitsdehnungen kénnen zwar die Scherung e, abbilden, jedoch ist das Verschie-
bungsfeld fest vorgegeben, sodass sich die eingespannten oberen und unteren Rénder, wie
in Abbildung 3.25¢ dargestellt, bei einer Dehnung e, nicht verformen kénnen. Der Poisson-
Effekt zieht dafiir die Mitte der Risszelle zusammen, weil die linke und die rechte Seite nicht
eingespannt sind. An den oberen und unteren Ecken treten auferdem noch Spannungssingu-
laritdten auf. Die Dehnungsenergie 11, wird bei diesem Versuch deutlich {iberschétzt.
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Abbildung 3.25d stellt eine mogliche Losung dar, die periodische Randbedingungen ver-
wendet und durch eine zusétzliche Bedingung verhindert, dass die Risszelle rotiert. Allerdings
schlug die Implementierung mit ,constraint equations” in Abaqus fehl.

RP Normal
RP Scherung
RP Biegung

>frei verformbar
ol
n

(a) Fiir plausible Ergebnisse muss sich der Riss
frei verformen koénnen. Auf der Rissseite kon-

nen also keine Randbedingungen aufgebracht (b) Die Scherung ey, = 1 fiihrt bei periodischen
werden. Die Referenzpunktverschiebungen sind Randbedingungen zu einer nicht zweckméfigen
nur an die seitlichen Flachen gekoppelt. Rotation.

Ausgleichsgerade

\

Equ = —1

chen eine zusétzliche Bedingung, um eine Ro-
tation wie in Abbildung 3.25b zu verhindern.
(c) Die Einheitsdehnungen bei der Normaldeh- Eine Ausgleichsgerade, bei der die Steigung

(d) Die periodischen Randbedingungen brau-
I u
n

nung eyy = 0.5 verhindern die Querkontraktion Null gesetzt wird, wiirde die Rotation verhin-
an der oberen und unteren Seite. Das fiihrt zu dern ohne die Querkontraktion wie in Abbil-
einer Spannungsiiberhohung an den Ecken. dung 3.25¢ zu beeintrachtigen.

Abbildung 3.25: Probleme bei verschiedenen Randbedingungen

Dabei wiirde eine Ausgleichsgerade Au(n) = Sy + n - k!, mit der Methode der kleinsten
Quadrate die Knoten-Verschiebungen Au, am oberen Rand approximieren. Die Methode der
kleinsten Quadrate 16st dazu das lineare Gleichungssystem

E R
Yone x.n? || kL e e - Aue 0 ’

wobei &, (, ¢ die Indizes der Freiheitsgrade am oberen Rand sind, die die Au-Verschiebung
beschreiben. Die Positionen der Knoten n. sind im Vorhinein bekannt, die Verschiebungen
Aug ergeben sich aus der FEM-Simulation. Die Finite Elemente Methode 16st dafiir das
lineare Gleichungssystem KU = F'. Die globale Steifigkeitsmatrix K multipliziert mit dem

gesuchten globalen Verschiebungsvektor U = [Au, Av, ... ] ergibt den globalen Lastvektor F.
Um die beiden linearen Gleichungssysteme zu kombinieren, werden im Gleichungssystem der
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Finite Elemente Methode

el
= (3.32)

[ K | Kee || Aug e
die Freiheitsgrade &, (,¢, die am oberen Rand die Au-Verschiebung beschreiben und durch

die Ausgleichsgerade approximiert werden, von den restlichen Freiheitsgraden 7, j getrennt
angeschrieben. Das zusammengefiigte Gleichungssystem

Ky Kgl| 0 0 U; E;
ng Kgg 0 0 Au§ FC
= 3.33
0 -1 ] X1 Y.ne Bo 0 ( )
0 ¢ Zg N zc n? kl’l 0

ist nicht mehr symmetrisch. Wenn die Biegung k!, Null gesetzt wird, kann nun eine Scherung
enu aufgebracht werden, ohne dass die Zelle rotiert.

Die Losung mit der Ausgleichsgerade wére zwar elegant, aber da sie nicht funktioniert,
werden stattdessen gemischte Randbedingungen verwendet, um die in den Abbildungen 3.25b
und 3.25c¢ dargestellten Probleme zu umgehen. In der 3D-Risszelle werden die Au- und Awv-
Verschiebungen durch Einheitsdehnungen mit Biegung definiert. Damit wird die Rotation bei
Scherungen verhindert. Periodische Randbedingungen beschreiben die An-Verschiebungen
und erlauben eine Querkontraktion in n-Richtung. Bei einem Knoten wird zusétzlich die
An-Verschiebung Null gesetzt, um eine Starrkorperverschiebung zu unterbinden. An den
seitlichen Flachen der Risszelle werden die Verschiebungen

Au(ug, v;,ni) = U; - Equ + 05+ 0.5 Yoy +u; -y - kL,
Av(ug, v;,mi) = ;- gy + Ui - 0.5 Yoy + 0501 - KL (3.34)
An(ui, v, ni) = (u; —uj) - €un + (V; = V) - €yn + An(uj, v, n;)

vorgegeben. Diese Gleichungen bilden dieselben Verformungen ab wie die Gleichungen 3.11,
mit denen in Kapitel 3.2 die Verformungen vom lokalen Modell gefittet werden. Somit ist
es egal, dass die Biegungen zu einer zuséatzlichen Stauchung bzw. Dehnung fiihren. Die Bie-
gungen und Dehnungen werden namlich bereits so gefittet, dass die Dehnung der Risszelle
in Summe wieder stimmt.

Das Netz der Risszelle passt an den Seitenflichen nicht so zusammen, wie es fiir die
klassischen periodischen Randbedingungen notwendig wére. Deshalb wird, wie zuvor anhand
Abbildung 3.23 beschrieben, Schneiders Methode angewandt, um mit ,,Facecopy” und , Tie*“-
Bedingungen die jeweiligen Seiten zu koppeln.

In Abbildung 3.26 werden die gemischten Randbedingungen mit periodischen Randbe-
dingungen inklusive Biegung verglichen. Fiir den Vergleich werden je 1024 Rissmodelle mit
unterschiedlichen Kriimmungen, Biegungen, Dehnungen, Scherungen und maximalen Riss-
breiten simuliert. Bei 262 Simulationen ist die Hauptnormalspannung an der Porenoberflédche
01(0 mm) kleiner oder gleich Null. In diesen Fillen kann kein Riss initiieren, da das Span-
nungskriterium nicht erfiillt ist. Auferdem kénnen auch keine Risse eingebracht werden, weil
die grofte Hauptnormalspannung in die Risszelle hinein zeigt. Abbildung 3.26 stellt also nur
die restlichen 762 Simulations-Ergebnisse dar.

Es konnte nur die Scherung ~,, beriicksichtigt werden, da die beiden anderen Scherungen
€un und e, bei periodischen Randbedingungen zu einer Rotation fiithren. Die periodischen
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Randbedingungen bilden die Einspannungssituation besser ab als die gemischten Randbedin-
gungen, und die Ergebnisse der periodischen Randbedingungen sollten nédher an den wahren
Werten liegen.

Das Quantil « ist die Wahrscheinlichkeit

Pls< |ai,gemischt(a/) - Ui,pe’riodisch(a/)‘ - (3 35)
- (|Oi,gemischt(a,)| + |O—i,periodisch(a’l)|)/2
bzw.
P 5 < |G;emischt(a,) - G;eriodisch(a,ﬂ - (3 36)
- (G;emischt(a’/) + G;)eriodisch(a’/))/z 7

dass die relative Abweichung zwischen den gemischten und den periodischen Randbedingun-
gen grofer als § ist (Irrtumswahrscheinlichkeit). In Abbildung 3.26a sind die Abweichungen
der Hauptnormalspannungen bei verschiedenen Tiefen a’ aufgetragen und Abbildung 3.26b
zeigt die Abweichungen fiir die Energiefreisetzungsrate.

10° 5 10° 5

] a’ in mm a’ in mm

0.00 0.07

0.07 ] 0.13

— 0.13 — 0.20
1071 4 0.90 1071 4

3 3
1072 4 1072 4
1073 LA RLL | LB LR ALL | LB LR LY | LA LA LLL] 1073 AL AL AL LN LR L L L)
10—3 102 1071 100 10t 10—3 1072 10~1 100 10!
) )

(a) P (5 < |0/1,gemischt(a’)ig;,periodisch(a,)| ) . (b) P (5 <

Glgemischt(a’)iGlperiodisch(al)| .
(‘Ui,gemischt (al) |+‘ai,periodi5ch (a,)|)/2

(G;emischt (a,)+G;eriodisch (CL/))/Q

Abbildung 3.26: Vergleich von periodischen Randbedingungen und gemischten Randbe-
dingungen. Das Quantil « ist die Wahrscheinlichkeit, dass die relative Abweichung zwischen
periodischen und gemischten Randbedingungen grofier als ¢ ist. Deformationen, die bei pe-
riodischen Randbedingungen zu einer Rotation wie in Abbildung 3.25b fithren, werden Null
gesetzt.

Bei einem Quantil von « = 0.5 betrdgt in Abbildung 3.26a die relative Abweichung
0 ~ 0.02. In 50% der Falle weichen die Hauptnormalspannungen also um mehr als 2% von-
einander ab und in den anderen 50% der Félle ist die Abweichung kleiner als 2%. Bei einem
Quantil von « = 0.05 weichen in 5% der Fille die Hauptnormalspannungen um mehr als
20% (6 ~ 0.2) voneinander ab und bei einer Tiefe von a’ = 0 mm weichen in 5% der Fille
die Hauptnormalspannungen sogar um mehr als 35% voneinander ab. Die unterschiedlichen
Randbedingungen wirken sich also insbesondere bei geringen Tiefen in grofien relativen Ab-
weichungen aus.
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Die Energiefreisetzungsrate bei einer Tiefe von a/ = 0 mm ist bei beiden Randbedingun-
gen Null. Allerdings sind auch bei der Energiefreisetzungsrate die relativen Abweichungen
grofer, je kleiner der Riss ist. In Abbildung 3.26b betriagt bei einem Quantil von « = 0.05
und einer Tiefe von ¢’ = 0.07 mm die relative Abweichung ¢ = 0.5, wiahrend bei einer groferen
Tiefe von a’ = 0.20 mm die relative Abweichung mit ¢ = 0.31 geringer ist. Das bedeutet, dass
in 95% der Falle die relative Abweichung zwischen den gemischten und den periodischen
Randbedingungen bei einer Tiefe von a’ = 0.07 mm kleiner als 50% ist, wahrend die Ergeb-
nisse bei einer Tiefe von a/ = 0.20 mm in 95% der Félle um weniger als 31% voneinander
abweichen.

Diese Vergleiche zeigen, dass die Randbedingungen einen erheblichen Einfluss auf die
Hauptnormalspannung und auf die Energiefreisetzungsrate haben. Um zu verhindern, dass
eine zu geringe Spannung oder Energiefreisetzungsrate und dadurch eine zu spéte Rissinitiie-
rung vorhergesagt wird, werden Sicherheitsfaktoren fiir die kritische Hauptnormalspannung
0} gri und die kritische Energiefreisetzungsrate G, ;, berechnet.

Abbildung 3.27 gibt die Irrtumswahrscheinlichkeit o an. Ein Irrtum liegt vor, wenn die
Hauptnormalspannung bzw. die Energiefreisetzungsrate bei den gemischten Randbedingun-
gen plus einer Sicherheit kleiner als bei den periodischen Randbedingungen ist.

10° 3
] a’ in mm 10° ]
Iy 0.00 ! a’ in mm
0.07 I N 0.07
— 0.3 - 0.18
1071 4 — 0.20
i ]
3
10_2 E
] 1072':
10-3 4—++HHHLLE LT L s
1073 1072 10~1 100 101 10~ T
s 103 102 101 10° 10!

)
|J£,gemischt (a")l ) -« (b) P (G;emischt(a,)(l + 5) < G;eriodisch(a,)) =

Abbildung 3.27: Irrtumswahrscheinlichkeit o, dass die gemischten Randbedingungen we-
niger kritische Ergebnisse vorhersagen als die periodischen Randbedingungen. Der Sicher-
heitsfaktor S' =1+ 0 ist Eins plus der relativen Abweichung 9.

(a) P (5 < oll,periodisch(a/)*oll’gemischt(a')

Mit einem Sicherheitsfaktor kann die Unsicherheit der Berechnungsmethode kompen-
siert werden, indem die rechnerische erlaubte Last verringert wird. Wenn beispielsweise ver-
langt wird, dass ein Irrtum (07 . iogiscn > 01 gemischt P2V Groriodiseh > Gyemisens) BUL 10 5%
(=0.05) der Falle vorliegen darf, kann anhand von Abbildung 3.27a fiir die Hauptnormal-
spannung eine relative Abweichung von ¢ = 0.25 abgelesen werden und ein Sicherheitsfaktor
von S%eges = 1+0 =1+0.25 = 1.25 berechnet werden. Die korrigierte kritische Hauptnor-
malspannung ist

! !
o Okt O krit
1 krit korrigiert = Qo = .
T orrigler SBC7005 1 '25

(3.37)
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Analog zur Hauptnormalspannung wird der Sicherheitsfaktor 550,0.05 =1+0.35 = 1.35 fiir
die Energiefreisetzungsrate anhand von Abbildung 3.27b bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von 5% ermittelt. Die korrigierte kritische Energiefreisetzungsrate

G _ Gk;rit _ Gkrit
krit,korrigiert — G =
Sar. 590005 1.05-1.35

(3.38)

beriicksichtigt nun schon die zwei Sicherheitsfaktoren S, ~ und Sgc,o.%-

Netzstudie

In der ersten Simulation wird die Hauptnormalspannung o/ (a’) entlang der Rissrichtung
bestimmt. Die Rissrichtung beginnt in der Mitte der Porenoberfliche und geht normal zur
Oberfliche in die Zelle hinein. Abbildung 3.28 zeigt das Ergebnis einer Simulation fiir die
Bestimmung der Hauptnormalspannung. Aus Abbildung 3.28a ist ersichtlich, dass das Netz
in der Mitte der Porenoberfliche, wo die Rissrichtung beginnt, besonders fein ist.

In Abbildung 3.28b ist die Risszelle entlang der Rissrichtung aufgeschnitten. Das Netz ist
nur an der Oberflache sehr fein, um Kerbwirkungen besser abbilden zu kénnen. Je weiter der
Riss in die Zelle geht, desto weniger Einfluss haben Kerbwirkungen und desto gleichméfiger
ist der Spannungsverlauf. Ein weiterer Grund fiir ein besonders feines Netz an der Oberfléche
ist, dass mit der hier ermittelten Hauptnormalspannung o](0 mm) die Orientierung der
Rissflache festgelegt wird und dieser Vorgang mdoglichst genau sein sollte.

oy in MPa
(Average-compute)
1900

(a) Rissmodell ohne Riss-Partitionen mit fei- (b) Rissmodell ohne Riss-Partitionen entlang
ner Netzfeinheit in der Mitte und grober Netz- der rot eingezeichneten Rissrichtung aufge-
feinheit am Rand. schnitten.

Abbildung 3.28: Beispiel einer Risszelle aus der Simulationsserie fiir die Ermittlung der
grofsten Hauptnormalspannung o/ (a’).

Die feine Netzfeinheit beschreibt die Elementgrofe in der Mitte der Porenoberflache. Am
Rand wird das Netz durch die grobe Netzfeinheit definiert. Die beiden Netzfeinheiten werden
anhand von Netzstudien ermittelt. Die Abbildungen 3.29a und 3.29b zeigen die Ergebnisse
der Netzstudie fiir zwei unterschiedliche Belastungen A und B.

Beide Belastungen finden unter reinem Zug e,, = 1 statt. Die Geometrie ist bei allen
Simulationen linearisiert. Bei der Belastung A ist die Kriimmung an der Porenoberfliche
konkav ¢/, = -0.2/mm, wohingegen bei der Belastung B die Kriimmung konvex ¢/, = 0.2/mm
ist. Bei verschiedenen Netzfeinheiten weichen die Spannungen an der Porenoberfliche am
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feine Netzfeinheit in mm

X 0.000 (extrapoliert) \‘
0.005 )

2 — %
S 9207 0.007
I = 0.010
= — 0.020
I e 0.050
—>— 0.100
® 0.010 (verwendet)
910 A

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
grobe Netzfeinheit in mm

(a) Belastung A: Konkave Krimmung unter
Zug. Die verwendete Konfiguration weicht um
0.11% vom extrapolierten Wert ab.

feine Netzfeinheit in mm

13607 % 0.000 (extrapoliert)
- —— 0.005
[a W}
S 1350 4 0.007
= —¢— 0.010
/é\ = (0.020
g 1340 4 —— 0.050
ﬁ —— 0.100
- ® 0.010 (verwendet)
S 1330 A

1320 A

0.0 0.2 0.4

grobe Netzfeinheit in mm

(b) Belastung B: Konvexe Kriimmung unter
Zug. Die verwendete Konfiguration weicht um
0.15% vom extrapolierten Wert ab.

Abbildung 3.29: Netzstudie fiir die Hauptnormalspannung an der Porenoberflache o/ (a =
0 mm). Ausgehend von den sechs feinsten Konfigurationen wird mit einer bilinearen Regres-
sion die Hauptnormalspannung auf eine Netzfeinheit von Null extrapoliert.

starksten voneinander ab. Deshalb wird dort die Hauptnormalspannung fiir die Netzstudie
ausgewertet. Mit einer bilinearen Regression werden die Ergebnisse ausgehend von den sechs
feinsten Konfigurationen auf eine Netzfeinheit von 0 mm extrapoliert.

In der Mitte der Porenoberfldche wird eine feine Netzfeinheit von 0.01 mm und am Rand
der Risszelle wird eine grobe Netzfeinheit von 0.1 mm verwendet. Unter der Belastung A
weicht die Hauptnormalspannung um 0.11% vom extrapolierten Wert ab. Unter der Belas-
tung B ist die Abweichung mit 0.15% ebenfalls sehr gering.

Nachdem durch die erste Simulation die Hauptnormalspannung an der Porenoberflache
bestimmt ist und die Risspartitionen normal auf diese Hauptnormalspannungen in die Riss-
zelle eingebracht sind, kann die Energiefreisetzungsrate G’(a’) bestimmt werden.

Eine geoffnete Risspartition ist in Abbildung 3.30a dargestellt. Das Netz ist an den seitli-
chen Fléchen sehr grob und wird erst in der Néhe des Risses feiner. Abbildung 3.30b zeigt die
Spannungssituation auf der Rissflache. Die Spannung an der Rissfront ist sehr hoch, weshalb
nur hier ein feines Netz notwendig ist. Die Farbskala der Mises-Spannung ist logarithmisch
aufgetragen, um die Spannungsiiberh6hung abbilden zu konnen.

Fiir die Energiefreisetzungsrate G'(a’) miissen mehrere Rissldngen simuliert werden. Dazu
werden Risspartitionen in das Netz eingebracht, die eine nach der anderen gedffnet werden.
Die Risspartitionen sind in Abbildung 3.30c rot umrahmt. Wichtig ist, dass alle Rissparti-
tionen im selben Netz eingebracht werden und nicht fiir jede Risspartition ein neues Netz
generiert wird.

/

Fir die Netzstudie wird die Energiefreisetzungsrate bei der maximalen Risslange al,,,

ausgewertet, da hier die absoluten Abweichungen am grofsten sind
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Y
Opises IN MPa
(Average-compute) |, Ag

6400
4032

Y4
(a) Mises-Spannung an der Y‘_I
deformierten Zelle mit loga- (b) Mises-Spannung in der mit fiinf rot umrahmten Riss-
rithmischer Farbskala. Rissflache. partitionen.

Abbildung 3.30: Beispiel einer Risszelle aus der Simulationsserie fiir die Ermittlung der
Energiefreisetzungsrate G'(a’). Die grofite Risspartition ist gedffnet.

Eine feine Netzfeinheit wird allen Risspartitionen zugewiesen, wohingegen die grobe Netz-
feinheit das Netz am Rand der Risszelle beschreibt. Die Netzfeinheiten fiir diese Simulatio-
nen unterscheiden sich von den Netzfeinheiten der ersten Simulation fiir die Ermittlung der
Hauptnormalspannung.

Die Abbildungen 3.31a und 3.31b stellen die Ergebnisse der Netzstudie fiir die Energie-
freisetzungsrate unter der Belastung A sowie unter der Belastung B dar. Die Energiefrei-
setzungsrate bei dem grofstmoglichen Riss G’(0.2 mm) wird mit einer bilinearen Regression
basierend auf den sechs genauesten Konfigurationen auf eine Netzfeinheit von 0 mm extra-
poliert.

Die verwendete feine Netzfeinheit an den Risspartitionen von 0.01 mm und die grobe
Netzfeinheit am Rand der Risszelle von 0.3 mm fiihren zu einer Abweichung von 3.8% unter
der Belastung A und 2.6% unter der Belastung B. Die grobe Netzfeinheit hat einen eher
geringen Finfluss und kann daher sehr grob gewahlt werden. Die feine Netzfeinheit muss die
Verschiebungen an der Rissfront akkurat abbilden und sollte so fein wie moglich sein.

Fiir die Auslegung werden Sicherheitsfaktoren abgeschétzt, die sich aus Vereinfachungen
des Modells ergeben. Je hoher die Energiefreisetzungsrate ist, desto geringer muss laut dem
kombinierten Kriterium die Last sein, bei der Rissinitiierung auftritt. Da die Energiefrei-
setzungsrate im Vergleich zum extrapolierten Wert unterschitzt wird und somit zu einer
weniger konservativen Auslegung fiihrt, kann der Fehler durch eine kleinere kritische Ener-
giefreisetzungsrate Gy,;; korrigiert werden. Die korrigierte kritische Energiefreisetzungsrate

Gkrit _ Gk‘rit
- SGc005  SNer=  1.05-1.35-1.04

Gkrit,korrigiert = 5 (339)

/
a‘mam

verwendet neben den bereits bekannten Sicherheitsfaktoren S, =1.05 und Sgc,o.o&s =1.35
zusitzlich einen Sicherheitsfaktor fiir das Netz von beispielsweise Sy, = 1.04.
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175 ':q\’\(
é ~ o g 240 : o >
g 165 A feine Netzfeinheit in mm g N feine Netzfeinheit in mm
g "\,g X 0.000 (extrapoliert) g X 0.000 (extrapoliert)
= 160 —— 0.005 = 257 —— 0.005
= 5— 0.007 = %@ %— 0.007
S 1551 —— 0.010 N 230 —— 0.010
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grobe Netzfeinheit in mm grobe Netzfeinheit in mm
(a) Belastung A: Konkave Kriimmung unter (b) Belastung B: Konvexe Kriimmung unter
Zug. Die verwendete Konfiguration weicht um Zug. Die verwendete Konfiguration weicht um
3.8% vom extrapolierten Wert ab. 2.6% vom extrapolierten Wert ab.

Abbildung 3.31: Netzstudie fiir die Energiefreisetzungsrate bei der maximalen Risslénge
G'(al,qz)- Ausgehend von den sechs feinsten Konfigurationen wird die Energiefreisetzungs-
rate auf eine Netzfeinheit von Null mit einer bilineare Regression extrapoliert.

3.3.3 Statistisches Modell

Das statistische Modell nimmt analog zum FE-Modell die zehn Parameter ¢/, .., €uus Evvs
Yavs Euny Evn, Kby, KL, b, als Eingabe und berechnet die Hauptnormalspannung o} (a’) und

die Energiefreisetzungsrate G’(a’).

Abbildung 3.32 stellt die Vorgehensweise zur Erstellung des statistischen Modells dar. In
einer Versuchsreihe werden mit FE-Simulationen die Spannungen o7;(a’) und die Energie-
freisetzungsrate G’(a’) fir verschiedene Parameter ermittelt und in eine Datenbank (DB)
geschrieben. Aufgrund von Symmetrien miissen nur fiir vier Spannungen und fiir die Energie-
freisetzungsrate Vorhersagemodelle entwickelt werden. Jedes Modell besteht aus zwei Funk-
tionen. Die erste Funktion sagt die Varianz (Var) und die zweite Funktion den Erwartungs-
wert (EW) voraus. Aus dem vorhergesagten Spannungstensor o/ ; wird die Hauptnormalspan-
nung o; und die Richtung des £-¢-n Hauptspannungssystems ermittelt. Der Erwartungswert
der Energiefreisetzungsrate ergibt sich unter anderem aus den Kriimmungen cég, CZC, Cé(’ die
in das £-(-n Hauptspannungssystem rotiert worden sind, und der groften Hauptnormalspan-
nung, die an vier Positionen entlang dem Risspfad ausgewertet wird.

Zuerst wird fiir die Versuchsreihe ein Versuchsplan, auch ,design of experiment* (DOE)
genannt, entworfen. In Abbildung 3.32 hat dieser Versuchsplan drei Dimensionen und acht
Punkte. Jeder Punkt steht fiir einen Versuch. Die Koordinate des Punktes definiert die drei
Parameter. Der tatséchlich verwendete Versuchsplan hat zehn Parameter und definiert mehr
als 16000 Versuche. Zur besseren Ubersicht werden repriisentativ fiir die zehn Parameter ¢/

uu’
/

Chvs Euus Evvs Yuvs Euny Evns Kb, KL, 00 nur die drei Parameter ey, ¢}, und 0/, dargestellt.

Beispielsweise hat der orange Punkt im Versuchsplan die Koordinate e, = 1, ¢/, = -1/mm

und b/, = 0.2 mm.
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Abbildung 3.32: Erstellung des statistischen Modells: Der Versuchsplan (DOE) legt die
Werte fiir die Dehnung ¢,,, die Krimmung ¢/, und die maximale Rissbreite 0/, fest, die in
der Versuchsreihe simuliert werden. Aus den FE-Simulationen ergeben sich die Spannungen
ol (@), ol (a'),...,0l,(a") und die Energiefreisetzungsrate G’(a’), die in eine Datenbank
(DB) geschrieben werden. Nach der Versuchsreihe approximieren die orangen Regressions-
Modelle die Ergebnisse aus der Datenbank. Jedes Regressions-Modell besteht aus einer

Varianz- (Var) und einer Erwartungswert-Funktion (EW).

Nachdem der Versuchsplan erstellt ist, werden die Versuche durchgefiihrt. Die FE-Modelle
werden, wie im Kapitel 3.3.2 beschrieben, simuliert. Daraus ergeben sich sechs Spannungs-
komponenten iiber die Tiefe sowie die Energiefreisetzungsrate iiber die Tiefe. Die Ergebnisse
werden in eine Datenbank (DB) geschrieben.

Das Ziel ist es, die grofste Hauptnormalspannung sowie die Energiefreisetzungsrate vor-
herzusagen. Die Vorhersage-Modelle sind lineare Gleichungssysteme

U(xij) = Bo- fo+ Br- fi(wio) + Bo- fa(win) + B~ fa(wio, win) + - = Xip(2ij)Be,  (3.40)

die fiir die Beobachtungen ¢ mit den Eingabeparametern z;; einen Schétzwert y(z; ;) fiir
den wahren Ausgabewert y; berechnen. Die Funktionen f(...) selbst kénnen konstant (bei-
spielsweise f = 1), linear (f(xio) = @io), aber auch nichtlinear (beispielsweise f(z;0) =
sinz; o oder f(x;0,2i1) = i1 -sgn(z;)) sein. Das Gleichungssystem heift ,lineares” Glei-
chungssystem, weil bei einer Regression jede Funktion fi(...) mit einem linearen Faktor
Br gewichtet wird und nur diese Faktoren [y optimiert werden. Dazu wird eine Matrix
Xik = fr(@io, ... Tij, ..., Tim) aufgestellt und der Vektor fj, wird solange verdndert, bis die
Schatzwerte ¢(z;) moglichst nah an den beobachteten Werten y; liegen.

Nach dieser Parameter-Optimierung kann an einem beliebigen Punkt x; der Schatzwert
y(x;) berechnet werden, indem die Funktionswerte f;(z;) mit dem optimierten Parameter-
vektor [ gewichtet und aufsummiert werden.
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Zusétzlich wird auch ein Vorhersageintervall berechnet, das angibt wie grofs die Abwei-
chung § zwischen dem geschétzten Wert ¢(z; ;) und dem Ergebnis einer neuen FE-Simulation
y; mit der Irrtumswahrscheinlickeit

P(lg(xi;) —yil <0) = a (3.41)

ist.

Die groftte Hauptnormalspannung kann nicht direkt mit einem linearen Gleichungssystem
vorhergesagt werden. Stattdessen werden sechs Spannungen im symmetrischen Spannungs-
tensor o;; vorhergesagt und daraus wird die grofste Hauptnormalspannung durch Lésen des
Eigenwertproblems berechnet. Es ist jedoch nicht notwendig, fiir alle sechs Spannungen ein
eigenes Vorhersagemodell zu entwickeln, da eine Symmetrie ausgeniitzt werden kann. Wenn
die Zelle um 90° um die n-Achse gedreht wird, steht die v-Richtung dort, wo zuvor die
u-Richtung war. Aus dieser Rotation ergeben sich die transformierten Werte.

Clu ™ Coy Gy ™ Cuy
Euu ~ Evv  Eyv 7 Euu 0—1{111 ~ U\I/v O—\IIV ~ 0—1,1u

Eingabe: { €un ~ €yn  €vn ~ €un Ausgabe: { o), ~ ol oL, ~ ol (3.42)
Kok KK Ol ~ ~0ly

Yuv 7 ~Yuv

Die Spannung o/, bzw. o/, kann mit dem Vorhersagemodell fiir ¢/, bzw. o/, berechnet
werden, indem die transformierten Eingabeparameter

! ! / ! ! — ! ' / ! !/
{O-vv(cou va? 8uu7 é\VV7 €un, 8V1’17 ku? kv? fyllV) - Uuu(cvv7 cuu7 E'\VVJ 811u7 €Vn, 8111’17 kv? ku) _TYUV) (3 43)

/ / / ! ! — / / / ! !
Uun(cuu) va7 é\1.1117 é\Vva 611117 6VI'U ku) kv) 'Vuv) - UVH(CVV7 Cuu7 é\VV7 6111.17 6VI’U 5un7 kv? ku) _'7uv)

!/
uv?

!
nn’

!
vn)

eingesetzt werden. Die vier Vorhersagemodelle fiir die Spannungen o
aus, um den kompletten Spannungstensor of; vorherzusagen.

;o
Ol Oby, ol reichen

Jedes Vorhersagemodell besteht aus zwei Funktionen, die mit Regressionen an die Ergeb-
nisse angepasst werden. Die erste Funktion sagt die Varianz (Var) und die zweite Funktion
sagt den Erwartungswert (EW) vorher.

In Abbildung 3.32 ist beim Vorhersagemodell fiir die Spannung o7, dargestellt, wie die
Varianz-Funktion erzeugt wird. Fiir die Spannung gilt das Superpositionsprinzip o(\-¢) =
A-o(e). Die FE-Simulationen weichen aufgrund von unterschiedlichen Netzen oder numeri-
schen Fehler etwas voneinander ab. Auch fiir diese Fehler e, gilt analog zu den Spannungen
das Superpositionsprinzip e,(A-¢) = A -e,(g). Daraus folgt, dass die blauen Beobachtungs-
punkte umso stérker streuen, je grofer die Last €/, ist. Dieser Effekt wird Heteroskedastizitét
genannt.

Heteroskedastizitat tritt bei den Lastparametern €.y, €vv, Yuvs €un, Evn, ki, ki und bei
der Tiefe o/ auf. Die Streuung ist bei einer Tiefe von o/ = 0 mm an der Porenoberflache
meist groker als in der Zelle bei grofieren Tiefen. Im Gegensatz zu den superpositionierbaren
Lastparametern gibt es aber keinen linearen Zusammenhang zwischen der Streuung und der
Tiefe. Fiir die Geometrie-Parameter ¢, ¢l wird die Varianz als konstant angenommen. Die
Beobachtungen sollten beispielsweise bei einer Kriimmung von ¢/, = 0/ mm gleich viel streuen
wie bei einer Kriimmung von ¢/, = 1/ mm. Die Varianz-Funktion ignoriert die Geometrie-

Parameter.

Wenn Heteroskedastizitat auftritt, ist ein Vorhersageintervall ungiiltig. Die Varianz-Funk-
tion kann die Heteroskedastizitit jedoch eliminieren, wodurch das Vorhersageintervall seine
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Giiltigkeit behélt. In Abbildung 3.32 fittet dazu zuerst die blaue Linie die Beobachtungen aus
den FE-Simulationen. Die quadrierten Abweichungen von der blauen Linie werden durch die
quadratische Varianz-Funktion angepasst. Nun kann die Varianz an jeder Stelle vorhergesagt
werden. Wenn die Varianz grofer wird, wird auch das Vorhersageintervall breiter und wenn
die Varianz kleiner wird, gilt das wiederum auch fiir das Vorhersageintervall.

Mit der Varianz-Funktion wird auch die Erwartungswert-Funktion verbessert. Bei Hete-
roskedastizitét liefert eine Regression zwar erwartungstreue Schiatzwerte, die aber mit groften
Unsicherheiten behaftet sind. Wenn mit der Varianz-Funktion die Heteroskedastizitat elimi-
niert wird, ergeben sich bessere Schatzwerte mit geringeren Unsicherheiten. Die Regression
fiir den Erwartungswert nimmt alle neun Parameter ¢, ¢/, €u, Evvy Yavs Euns Evns ki, KL
sowie die Tiefe a’ und gibt einen Schétzwert fiir die Spannung zuriick. In Abbildung 3.32 ist
der Erwartungswert nun beispielsweise auch eine Funktion des Geometrie-Parameters cf,,.

Nachdem die Varianz- und Erwartungswert-Funktionen der vier Spannungen bekannt
sind, kann die Varianz und der Erwartungswert fiir den Spannungstensor vorhergesagt wer-
den. Die grofte Hauptnormalspannung o} ist der grofite Eigenwert des geschétzten Span-
nungstensors. Die Varianz der groften Hauptnormalspannung wird mit der gaufsschen Feh-
lerfortpflanzung aus den Varianzen der Spannungskomponenten berechnet.

Das Vorhersagemodell fiir die Energiefreisetzungsrate GG’ unterscheidet sich von den Vor-
hersagemodellen fiir die Spannungen. Beispielsweise kann kein Riss in die Zelle eingebracht
werden, wenn die groftte Hauptnormalspannung an der Oberflache kleiner oder gleich Null
ist. Diese Beobachtungen miissen also von der Modellanpassungen fiir die Energiefreiset-
zungsrate ausgeschlossen werden.

Auferdem gilt fiir die Energiefreisetzungsrate G’, die sich aus der Dehnungsenergie II;,, o<
o-¢=F-¢e? ergibt, das quadratische Superpositionsprinzip:

Hm’o()\ . 6) - Hm()\ . 8) _ )\2 ) Himo(E) - Hm(ff)

G'(\-¢e) = y I

=\ G'(e) (3.44)

Analog zur Energiefreisetzungsrate G’ nimmt auch der Fehler der Energiefreisetzungsrate eq
quadratisch mit der Last zu:

ea(N-€) =A% eq(e) (3.45)

Fiir die Varianz-Funktion fittet zuerst eine quadratische Funktion die blauen Beobachtungen
in Abbildung 3.32. Anschlieffend bildet eine Funktion vierten Grades die Varianz-Funktion,
die die quadrierten Fehler eZ, anpasst.

Den Erwartungswert der Energiefreisetzungsrate vorherzusagen ist nicht trivial. Die Riss-
fliche wird so in die Risszelle eingebracht, dass sie normal auf die grofte Hauptnormalspan-
nung an der Porenoberfliche steht. Die grofste Hauptnormalspannung ergibt sich aus einem
Eigenwertproblem. Dadurch ist die grofste Hauptnormalspannung nichtlinear und hat eine
unstetige erste Ableitung. Wahrend der Arbeit stellte sich heraus, dass eine Vorhersage mit
einem linearen Gleichungssystem, das direkt die Lastparameter €.y, €yv, Yuvs Euns Evn, KL, KL
verwendet, sehr ungenau ist, weil nicht beriicksichtigt werden kann, wie die Rissflache in der
Zelle liegt.

Wie in Abbildung 3.32 dargestellt, wird stattdessen zuerst der Spannungstensor o;; vor-
hergesagt. Die Eigenvektoren ¢-(-n des Spannungstensors bilden ein neues Koordinatensys-
tem. Die Kriimmungen ¢/, ¢/, und die Spannungen werden in diesem Koordinatensystem

uu? Vv
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Cég- Die Lastparameter werden zu den drei Hauptnormalspannungen zusammengefasst. Da-
bei stellt sich heraus, dass nur die grofste Hauptnormalspannung o/ (a’) fiir die Vorhersage
der Energiefreisetzungsrate notwendig ist und die beiden anderen Hauptnormalspannung
ah(a"), o4(a’") vernachlédssigbar sind. Die grofte Hauptnormalspannung o} (a’) wird dafiir bei
vier Tiefen a} € {0 mm,0.07 mm,0.13 mm, 0.2 mm} vorhergesagt und alle vier Werte wer-
den an das Vorhersagemodell iibergeben. Neben diesen vier Hauptnormalspannungs-Werten
und den rotierten Kriimmungen, bilden die maximale Rissbreite b/ und die Tiefe o’ die

max
Eingabeparameter fiir das Vorhersagemodell des Erwartungswertes.

betrachtet. Aus den zwei Kriimmungen ¢/, ¢/ werden somit drei Kriimmungen 0257 C’CC,

Bisher wurde die Vorgehensweise bei der Erstellung und Optimierung der Vorhersage-
modelle beschrieben. Die Vorgehensweise von Vorhersagen ist in Abbildung 3.33 dargestellt
und weist viele Parallelen zur Erstellung und Optimierung auf. Fiir eine bestimmte Tiefe
a’ und bestimmte Parameter c/,, iy, €uuy Evvs Yuvs Euny Evny KLy KL, 0. soll die Hauptnor-
malspannung o/ (a’) und die Energiefreisetzungsrate G’(a’) vorhergesagt werden. Mit allen
Parametern aufer der maximalen Rissbreite b,,,, wird der Spannungstensor o;; durch vier

Vorhersagemodelle berechnet. Die grofste Hauptnormalspannung o] ergibt sich direkt aus

!
dem Spannungstensor o7;.
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Abbildung 3.33: Vorgehensweise bei der Vorhersage. Die roten Wege werden bei der Vor-
hersage der Varianz und des Erwartungswertes fiir die grofite Hauptnormalspannung o} be-
schritten. Der Informationsfluss bei der Berechnung der Varianz fiir die Energiefreisetzungs-
rate ist griin eingezeichnet. Der Erwartungswert der Energiefreisetzungsrate basiert auf den
blauen Pfaden, wobei zuvor der gesamte Spannungstensor o;; bei vier Tiefen ausgewertet
werden muss.

Wenn ein Vorhersageintervall nachgefragt wird, wird fiir jede Vorhersage zusétzlich mit
der Varianz-Funktion die Streuung geschatzt und mit der gaufsschen Fehlerfortpflanzung die
Streuung der Hauptnormalspannung o] berechnet. Die Breite des Vorhersageintervalls wird
mit der geschétzten Streuung v/Var skaliert.

Um die Energiefreisetzungsrate G’ vorherzusagen, muss zuerst der Spannungstensor o;;
bei vier Tiefen a} € {0 mm,0.07 mm,0.13 mm, 0.2 mm} berechnet werden. Aus dem Span-
nungstensor wird die Hauptnormalspannung o} bei den vier Tiefen ermittelt. Aufserdem
spannen die Eigenvektoren des Spannungstensor an der Porenoberfliche das £&-(-n Haupt-
spannungssystem auf. Die Rissfliche liegt in der (-n Ebene und die grofste Hauptnormalspan-
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nung o;(0 mm) zeigt in £-Richtung. Die Krimmungen ¢/, ¢}, werden in das &-(-n Haupt-
spannungssystem rotiert. Mit diesen rotierten Kriimmungen, den Hauptnormalspannung o}
bei den vier Tiefen, der maximalen Rissbreite b/, .. und der Tiefe a’ kann die Energiefreiset-

zungsrate G’ bei der Tiefe a’ vorhergesagt werden.

Die Varianz-Funktion fiir die Energiefreisetzungsrate nimmt hingegen nicht die Haupt-
normalspannung o7, sondern die Lastparameter €.y, €vv, Yuv; Euns Evns kL, ki sowie die Tiefe
a’ als Eingabeparameter. Diese Parameter sind in Abbildung 3.33 griin eingezeichnet. Mit
der Varianz-Funktion kann wiederum das Vorhersageintervall skaliert und die Heteroskedas-
tizitat eliminiert werden.

In der Tabelle 3.3 sind die fiinf Vorhersage-Modelle aufgelistet. Die ,Lasso-Methode*
wird spéter erkliart und reduziert die Anzahl der Parameter. Die tabellierte Anzahl der
Parameter bezieht sich auf die Erwartungswert-Funktion. Die Varianz-Funktion hat in der
Regel weniger Parameter. Das Bestimmtheitsmafs R? liegt zwischen Null und Eins und gibt
an, wie gut eine Regression die Beobachtungswerte approximiert, wobei Eins der beste Wert
ist. Das Bestimmtheitsmalfs wird einmal fiir die Daten berechnet mit denen die Regression
berechnet wird (R?) und einmal fiir Validierungsdaten (13, jiicrung) 20egeben.

Tabelle 3.3: Eigenschaften der Regressionsmodelle

Modellname | Parameteranzahl — R2 R%,ali dierung
ol 167 0.999 0.999
ol 29 0.999 0.999
ol 42 0.997 0.999
ol 70 0.935 0.940
G’ 60 0.999 0.999

Alle Modelle néhern die Beobachtungen sehr gut an. Am schlechtesten scheidet die Span-
nung o/, ab, wobei diese Spannung meistens sehr klein ist und sehr stark durch das FE-Netz
beeinflusst wird. Fiir die Mode I Rissoffnung ist die Spannung o}, nicht relevant. Das Be-
stimmtheitsmafs fiir die Validierungsdaten ist entgegen der Erwartung meistens etwas hoher.
Fiir die Validierungsdaten wird ein zufélliger Versuchsplan verwendet, der nicht so extre-
me Einstellungen trifft wie der faktorielle Versuchsplan, der zur Berechnung der Regression
verwendet wird. Sowohl fiir den faktoriellen Versuchsplan als auch fiir den zufélligen Ver-
suchsplan wird fiir jeden Eingabeparameter ein Wertebereich definiert. Der faktoriellen Ver-
suchsplan legt viele Eingabeparameter auf den hochsten oder niedrigsten Wert im definierten
Wertebereich fest, wohingegen der zufillige Versuchsplan die Eingabeparameter irgendwo in
der Mitte festlegt. Wie die Versuchspliane genau aufgebaut sind, ist im néchsten Kapitel
beschrieben.

Versuchsplan

Im Rahmen eines Experiments soll der Einfluss von kontrollierbaren Eingabeparametern auf
einen Ausgabewert ermittelt werden. Der Ausgabewert kann jedoch nicht direkt beobachtet
werden. Stattdessen wird ein fehlerbehafteter Ausgabewert beobachtet, der sich aus dem
wahren Ausgabewert sowie aus zusétzlichen Fehlern wie beispielsweise unterschiedlichen FE-
Netzen oder numerischen Fehlern zusammensetzt. Um den Einfluss zu ermitteln, werden
mehrere Versuche geplant. Anschlieftend wird die Versuchsreihe durchgefiihrt, ausgewertet
und der Einfluss durch eine Regression geschatzt. Die Aufgabe eines Versuchsplans ist es
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Abbildung 3.34: Die zwei Schéitzungen basieren auf je zwei Beobachtungen mit denselben
orangen Streuungen. Je weiter die Beobachtungen voneinander entfernt sind, desto geringer
ist der Einfluss der orangen Streuungen auf die Schétzungen.

die Versuchsreihe so zu planen, dass mit moglichst wenigen Versuchen der Einfluss moglichst
genau geschétzt werden kann. Dazu legt der Versuchsplan vor der Durchfiihrung der Versuche
fest, mit welchen Eingabeparametern die Versuche durchgefiihrt werden.

Beispielsweise konnte die Fragestellung lauten: Wie wirkt sich der Eingabeparameter x
auf den Ausgabewert y aus? Mit der linearen Regression

g(z)=0o- 148,z (3.46)

kénnen die Gewichtungsparameter 5y und (3, berechnet werden. (3, ist der Einfluss des Einga-
beparameters x auf den Ausgabewert y. Wenn unendlich viele Versuche durchgefiihrt werden,
entsprechen die Gewichtungsparameter 5, und 3, tatséchlich den wahren Gewichtungspara-
metern und der gemittelte Ausgabewert y entspricht dem wahren gemittelten Ausgabewert.
Die lineare Regression wird allerdings nicht mit unendlich vielen Eingabeparametern durch-
gefiihrt, sondern nur mit einer Stichprobe und ist somit nur eine Schiatzung. Die Schétzwerte
werden durch ein Dach gekennzeichnet. Die Gewichtungsparameter sind also nur Schatzwerte
BO, Bx und auch g ist nur ein geschéatzter Ausgabewert.

Wie aus Abbildung 3.34 ersichtlich, kann der geschétzte Ausgabewert deutlich von der
wahren Funktion abweichen, wenn die Eingabeparameter x schlecht gewéhlt werden. Die
wahre Funktion ist die Regression mit allen moglichen Eingabeparametern. Die orangen
eingezeichneten Streuungen bei der schlechten Schitzung und der guten Schétzung sind
gleich grofs, aber bei der guten Schétzung haben die Streuungen einen geringeren Einfluss
auf das Ergebnis.

Gute Versuchsplane legen die Eingabeparameter so fest, dass die zufillige Streuung einen
moglichst kleinen Einfluss auf die Schatzwerte haben. Abbildung 3.35 stellt einige gebrauchli-
che Versuchsplédne dar [14], die fiir jeden Versuch (scharzer Punkt) die drei Eingabeparameter
x1, T2 und x3 festlegen.

Das ,Change One Setting at a Time“-Design mit drei Eingabeparametern in Abbil-
dung 3.35a (COST) hat den Vorteil, dass nur so viele Versuche notwendig sind, wie Unbe-
kannte bestimmt werden sollen. Schatzungen, die auf diesem Design beruhen, sind allerdings
relativ ungenau.
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Abbildung 3.35: Verschiedene Typen von Versuchsplinen mit drei Dimensionen. Der
,Change one setting at a time* (COST), der 23 faktorielle und der zuféllige Versuchsplan
sind sehr einfach aufzubauen.

Der 23 vollfaktorielle Versuchsplan mit drei Eingabeparametern in Abbildung 3.35b liefert
bessere Schatzwerte als das COST-Design, benotigt allerdings mehr Versuche. In Tabelle 3.4a
ist das Aufbauschema eines vollfaktoriellen 22 Versuchsplans mit zwei Eingabeparametern
x1, xo aufgefiihrt. Mit den vier aufgefiihrten Versuchen konnen mit der Regression

?)(901,352):1'Bo+$1'31+I2'32+$1'9€2'B3 (3.47)

die vier Parameter BO, Bl, Bg und Bg, geschétzt werden. Das Aufbauschema des 22 Versuchs-
plans entspricht dem Zahlen von 0 bis exklusive 22 in einem binéren Zahlensystem (00, 01,
10, 11), nur das ,,0 durch ,-1¢ ersetzt wird ((-1,-1), (-1, 1), (1, -1), (1 1)). Die erste Stelle (-1,
-1, 1, 1) wird z; zugewiesen und die zweite Stelle (-1, 1, -1, 1) definiert die Einstellungen von
x9. Mit vier Versuchen kénnen also Gevvlchtungsparameter fiir die Konstante / (BO) sowie
fiir die Faktoren (ﬁl) T (Bg) und fiir die zweifach-Wechselwirkung x; - x9 (63) berechnet
werden.

Beim 23-1 fraktionellen faktoriellen Versuchsplan in Abbildung 3.35¢ wird die Anzahl der
Versuche im Vergleich zum vollfaktoriellen 23 Versuchsplan halbiert. Dieser Versuchsplan
ist immer noch besser als das COST-Design und benétigt dabei gleich viele Versuche. In
Tabelle 3.4a wird ein solcher 23-! Versuchsplan von einem vollfaktoriellen 22 Versuchsplan
abgeleitet, indem ein neuer Faktor z3 eingefithrt wird. Der Wert von z3 wird auf z; - x5
festgelegt. Der Faktor x3 wird also mit der Wechselwirkung x; - 2o vermengt und fiir alle
Versuche gilt 23 = x; - x9. Bei 25-™ fraktionellen faktoriellen Versuchsplianen ist das Produkt
eines Faktors mit sich selbst die Konstante (z;-x; = I). Die Vermengung x3 = 1 - 5 kann
also auch als I = x1 - x5 - 3 angeschrieben werden. I = x - x5 - x3 wird Generator genannt.

Da die Bedingung x5 = x1 - x5 gilt, kann der Faktor x5 nun nicht mehr von der zweifachen
Wechselwirkung x; - x5 unterschieden werden und es ist nur noch moglich, entweder einen
Gewichtungsfaktor fiir x3 oder fiir x1 - x5 zu berechnen. Meistens wird die hohere Wechsel-
wirkung x; - zo vernachlissigt. Das gilt auch fiir alle anderen moglichen Schreibweisen des
Generators wie zum Beispiel x5 = x1-23 oder x3 = x1-x9 oder [ = x1-x5-x3. Ein Gewichtungs-
faktor kann entweder fiir x5 oder fir z;-x3 bzw. entweder fiir x3 oder fiir x1-z9 bzw. entweder
fiir die Konstante I oder fiir die dreifach-Wechselwirkung x-x5-23 berechnet werden. Es kann
aber garantiert werden, dass die Gewichtungsfaktoren fiir die Konstante I und die Faktoren
x; gleichzeitig berechnet werden konnen, weil es mit dem Generator nicht moglich ist, einen
Faktor durch einen anderen Faktor zu formulieren. Beispielsweise kann x1 = x5 oder I = x;
oder x3 = x5 usw. nicht auf den Generator I = xy - x5 - x3 umgeformt werden. Somit kénnen
21 und x5 voneinander unterschieden werden, ebenso wie I und x; bzw. x5 und x5 usw.

Wenn nicht eine lineare Funktion den beobachteten Werten zugrunde liegt, sondern ei-
ne quadratische oder kubische Funktion, dann ist es sinnvoll, mehrere Einstellungen pro
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Eingabeparameter zu verwenden. Beispielsweise eignet sich der gemischte Versuchsplan in
Abbildung 3.35d, wenn die beobachteten Werte linear mit x5, quadratisch mit 3 und kubisch
mit x; korrelieren.

Beim 23-! faktoriellen Versuchsplan werden aus zwei Faktoren x, x5 drei Faktoren x4, x»,
x3 abgeleitet. Es ist aber auch umgekehrt moglich aus zwei Faktoren z;, z5 einen Faktor x;
mit mehr als zwei Einstellungen zu erzeugen. Fiir den Versuchsplan in Abbildung 3.35d wird
zuerst ein 2° vollfaktorieller Versuchsplan mit fiinf Faktoren z1, 29, ..., 25 aufgebaut. Aus den
fiinf Faktoren werden die neuen Faktoren s = 21, 23 = fiuada(22,23) und 1 = fruw(z4, 25)
berechnet. Jeder Faktor z; darf dabei natiirlich nur fiir die Berechnung von einem einzi-
gen neuen Faktor z; verwendet werden. Die Funktionen fg,4q und fi. sind in Tabelle 3.4c
aufgelistet.

Eine quadratische Regression muss drei Gewichtungsparameter berechnen und bendtigt
fiir drei Einstellungen Beobachtungen. Die mittlere Einstellung ,,0“ kommt dabei doppelt so
oft vor, weil der Versuchsplan so balanciert bleibt. Das heifit, dass gleich viele hohe Ein-
stellungen ,, 1 wie niedrige Einstellungen ,-1“ vorkommen. Im Gegensatz zur quadratischen
Regression benotigt eine kubische Regression fiir vier Einstellungen Beobachtungen.

Die Faktoren xi, 25 und x3 sind nun bekannt. Da der Versuchsplan auf einem 25 Ver-
suchsplan basiert, werden 2° = 32 Versuche definiert. Die Anzahl der Versuche kann halbiert
werden, wenn der Generator I = 2129232425 verwendet wird. Dann werden alle Versuche, fiir
die z129232425 = —1 gilt, ausgelassen. Die restlichen 16 Versuche sind in Abbildung 3.35d
dargestellt. Eine Konsequenz ist, dass ein Gewichtungsfaktor nur noch entweder fiir die
Konstante I oder fiir die fiinffach-Wechselwirkung z1 20232425 bzw. entweder fiir die zweifach-
Wechselwirkung z; zo oder fiir dreifach-Wechselwirkung z3z425 usw. berechnet werden kénnte.
Andererseits kann garantiert werden, dass fiir die Konstante I, fiir alle Faktoren z; und fiir
alle zweifach-Wechselwirkungen z;z; die Gewichtungsfaktoren gleichzeitig berechnet werden
konnen. Auch fiir die neuen Faktoren 1, x5, x3 gilt, dass fiir die Konstante I, fiir alle Fak-
toren x; und fiir alle zweifach-Wechselwirkungen x;z; die Gewichtungsfaktoren gleichzeitig
berechnet werden kénnen.

Die gemischten Versuchspldne mit mehr Stufen verteilen die Versuche auferdem gleich-
makig iiber den ganzen Wertebereich und sorgen dafiir, dass fiir jeden Faktor die hohen
Einstellungen gleich oft wie die niedrigen Einstellungen vorkommen.

In Abbildung 3.35e werden zufillige Einstellungen gewéhlt. Dieser zuféllige Versuchsplan
benotigt fiir eine gleich gute Vorhersagequalitéit in der Regel mehr Versuche. Er eignet sich
aber sehr gut fiir Validierungen und Verifizierungen. Beispielsweise kann iiberpriift werden,
ob die beobachteten Werte wirklich einer linearen Funktion folgen.

Tabelle 3.4: Aufbauschema: faktorielle Versuchspléne mit zwei (3.4a), drei (3.4b) und einem
(3.4c) Eingabeparameter.

(a) 22 faktoriell (b) 237! faktoriell (c) hohergradige Faktoren
I | 2 @y | @@ I | @ m a3 21 2z | frn(21,22)  fouad(21, 22)
+1 -1 -1 +1 +1] -1 -1 +1 -1 -1 -1 -1
+1| -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1/3 0
+1 ) +1 -1 -1 +1(+1 -1 -1 +1 -1 +1/3 0
+1|+1 +1| +1 +1|(+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
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Wie bereits erwdhnt werden mehr als 16000 FE-Modelle ausgewertet, um das statistische
Modell aufzubauen. Der Versuchsplan legt genau genommen die Einstellungen von 16384
Versuchen fest. Neun FE-Modelle (0.05%) werden nicht simuliert, weil die Vernetzung der
Zellen mit eingebrachten Risspartitionen fehlschlug. Das kann vorkommen, wenn die Po-
renoberfliche fast den Ubergang von der elliptischen Risshélfte in die rechteckige Risshilfte
schneidet. Gmsh platziert an diesem Ubergang fix einen Knoten. Wenn die Porenoberfliche
sehr nahe an diesem Knoten ist, miisste ein sehr kleines Element verwendet werden. Das
funktioniert in neun Féllen aber nicht.

Um diesen Versuchsplan aufzubauen, werden zuerst die moglichen Einstellungen fiir die
Eingabeparameter festgelegt. Aus Tabelle 3.5 ist ersichtlich, dass fiir alle Eingabeparameter
aufser der maximalen Rissbreite b/,,. ein Wertebereich zwischen -1 und 1 gewahlt wird. Da
die sieben Lastparameter €.y, €vv, Yuvs Euns Evn, K, k} superpositionierbar sind, konnte der
Wertebereich fiir sie genauso gut zwischen -0.1 und 0.1 definiert werden. Hier kommt es
nur auf die Verhéltnisse zueinander an. Die Kriimmungen ¢/, ¢, werden zwischen -1/mm
und 1/mm gewéhlt, da grofere oder kleinere Kriimmungen Probleme mit dem FE-Netz
verursachen. Die maximale Rissbreite 0/, ,, wird so festgelegt, dass das Seitenlangenverhéltnis
der Rissflachen b/a zwischen 0.5 und 1.5 liegt. Die mittlere Einstellung ,0 bzw. ,0.2¢ ist
bei jedem Eingabeparameter doppelt vertreten, da somit auch Fille abgedeckt werden, bei
denen eine Belastung oder Kriimmung Null ist bzw. wo der Riss gleich breit wie lang ist und
aufserdem wird so garantiert, dass gleich viele hohe Einstellungen wie niedrige Einstellungen

vorkommen.

Tabelle 3.5: Mogliche Einstellungen fiir jeden Eingabeparameter.

! ! ! / /
T Euu Evv. €un Evn Juv, Ky ky Cy Cy bmae

1 1 1 1 1 1/mm 1/mm 1/mm 1/mm mm
(-1,-1,-1) | -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0.1
( 1) |-2/3 2/3 -2/3 -2/3 -2/3 -2/3 -2/3 -2/3 -2/3 4/30
(-1,1,-1) |-1/3 -1/3 -1/3 -1/3 -1/3 -1/3 -1/3 -1/3 -1/3 5/30
-1, 1, 1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.2
1,-1,-1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.2
L1 113 13 1/3 1/3 13 1/3 1/3 1/3 1/3 7/30

1) [ 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 8/30
L, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 03

Die Tabelle 3.5 bildet drei bindre Faktoren x auf die Einstellungen wie zum Beispiel
T = g4y ab. Fiir jeden Eingabeparameter werden andere binédre Faktoren x = (z;,z;, x)) ge-
wéhlt. Fiir die Dehnung e, ist © = (z9, 1, x2), fiir die nichste Dehnung e, ist © = (23,24, x5)
usw. Fiir die zehn Eingabeparameter mit je drei bindre Faktoren werden insgesamt 30 binére
Faktoren x, ... x99 bendtigt. Die 30 Faktoren zg, ..., x99 konnen nicht mit einem vollfakto-
riellen 23° Versuchsplan berechnet werden, da das mit 230 = 1 073 741 824 Versuchen zu
aufwindig wére.

Machbar ist hochstens ein 2% Versuchsplan mit 2 = 16 384 Versuchen, die in etwa
fiinf Tagen durchgefiihrt werden konnen. Also werden 14 Faktoren zg,...,z;3 mit einem
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vollfaktoriellen 2'4 Versuchsplan erzeugt. Dann wird der Generator

I = 2021020374214 = TOX1T2T5T6T15 = ToL1L2L7T8T16 = LoT1T2L9L 10T 17 = TL1L2L11L12T18 =
ToX1X3T5T7L19 = LX1X3TLeL9T20 = LoL1X3LZL10T21 = LoL1X3L11X13T22 = LpL1L4L5X10T23 =
LoLl1T4TelgT24 = LX1X4X 79T 25 = LoX1X5X8X9X26 = LoL1L5L12X13T27 = LoL1LeL7X10T28 =
ToL1X2X3L4X5LeL7LILIL10L11L12L13L29

(3.48)
berechnet. Mit dem Generator konnen aus den 14 Faktoren 30 Faktoren berechnet werden.
Durch Umformen des Generators ergibt sich beispielsweise x14 = xori1T22374 oder x5 =
ToX1T2X5T6-

Die Berechnung des Generators ist nicht trivial. Es wird vorgegeben, dass der Generator
mindestens eine Auflésung von VI haben soll. Das heifst, dass keine zweifachen Wechselwir-
kungen mit anderen zweifachen Wechselwirkungen vermengt sind (Auflésung IV=2+-2), son-
dern erst einige dreifache Wechselwirkungen mit anderen dreifachen Wechselwirkungen ver-
mengt sind (Auflosung VI=3+3). Im Endeffekt werden alle Generatoren solange tiberpriift,
bis ein Generator mit der Auflosung VI gefunden wird. Fiir einen 27~* Versuchsplan gibt es

Thk’i’”*k)) mogliche Generatoren. Daraus folgt, dass fiir den verwendeten 23016 Versuchs-

plan (°2®) =1 260 520 744 821 061 580 720 272 830 096 524 835 862 502 902 335 759 699
Generatoren denkbar sind. Um den Generator zu finden, wird ein kleines JAVA-Programm
entwickelt, das in wenigen Sekunden fir 97% der Generatoren ausschliefen kann, dass der
Generator eine Auflésung von VII hat. Eine Auflésung gréfser als VI ist zwar moglich, aber
wenn es sie gibt, ist sie extrem schwer zu finden und es wire eine lange Rechenzeit notwendig
um die restlichen 3% der Generatoren zu iiberpriifen. Der Generator mit der Auflésung VI

wird innerhalb einer Minute gefunden, nachdem 77% der Generatoren {iberpriift sind.

Da nun also alle 30 Faktoren x, . .., x29 bekannt sind, kénnen sie auf die Eingabeparame-
ter abgebildet werden (z — £y, ... ). Somit sind die Einstellungen fiir alle Eingabeparameter
und fiir alle 16384 Versuche vorgegeben.

Auch fiir den Vergleich von periodischen und gemischten Randbedingungen in den Abbil-
dungen 3.26b und 3.27b wird dieser Versuchsplan verwendet. Allerdings werden alle Versuche,
bei denen die Scherung e, oder die Scherung &, nicht Null sind, weggelassen, sodass nur
1024 Versuche iibrig bleiben.

Aufterdem definiert ein anderer zufélliger Versuchsplan die Eingabeparameter von zusétz-
lich 1024 FE-Modellen. 500 dieser FE-Modelle werden zur Validierung der Vorhersagemodelle
herangezogen und mit den restlichen 524 FE-Modellen werden die Vorhersagen getestet und
verifiziert. Der Unterschied zwischen Validierung und Verifizierung ist, dass die Verifizierung
nur einmal ganz zum Schluss durchgefithrt wird, um das Vorhersagemodell abschliefsend
zu beurteilen. Danach werden keine Anderungen am Vorhersagemodell mehr vorgenommen.
Wenn Modelle verglichen werden oder die Modelle noch gedndert werden, wird der Validie-
rungsdatensatz verwendet.

Heteroskedastizitat

Wie bereits erwahnt wird fiir jedes Vorhersagemodell eine Varianz-Funktion und eine Er-
wartungswert-Funktion verwendet. Mit der Varianz-Funktion wird die Heteroskedastizitat
eliminiert. Heteroskedastizitat bedeutet, dass die Beobachtungen bei unterschiedlichen Ein-

64



gabeparametern verschieden stark streuen. Abbildung 3.36a zeigt eine lineare Regression, bei
der die Beobachtungen iiberall gleich streuen. Dieser Fall wird Homoskedastizitat genannt.
In Abbildung 3.36b hingegen streuen die Beobachtungen umso stérker, je hoher der Betrag
des Eingabeparameters ¢ ist.

3 3
—— Ausgleichsgerade * —— Ausgleichsgerade
9] — wahre Funktion 9] — wahre Funktion . ®
Vorhersageintervall . Vorhersageintervall °
71 Konfidenzintervall ° 1 Konfidenzintervall

14 —— -

-1
o ®
[ ]
-2 3
_3 T T T _3 T T T
-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0
5 5

(a) Homoskedastizitét: Die Streuung der Be- (b) Heteroskedastizitit: Die Streuung der Be-
obachtungen ist fiir alle € gleich. obachtungen steigt linear mit ||.

Abbildung 3.36: Vergleich von Homo- und Heteroskedastizitat: Bei Heteroskedastizitat
weicht die Ausgleichsgerade stéirker von der wahren Funktion ab, das Vorhersageintervall
ist nicht mehr giiltig und das Konfidenzintervall wird grofer, wenn robuste Standardfehler
verwendet werden.

Die wahre Funktion o(e) ergibt sich aus der Regression mit unendlich vielen Beobach-
tungen bzw. mit der Grundgesamtheit. Im Gegensatz zur wahren Funktion wird fiir die
Ausgleichsgerade d(¢) die Regression nur mit einer endlichen Anzahl an Beobachtungen
bzw. mit einer Stichprobe durchgefiihrt.

Das Konfidenzintervall
g(e)-d(e) <a(e) <a(e)+d(e) mit

- ' 3.49
5(2) =trs s \} Var(éu,i) (% o= 1?%;?()50) o

gibt den Bereich an, in dem die wahre Funktion o(e) mit der Irrtumswahrscheinlichkeit
P(lo(e) = a(e)| > 6) ~ a liegt. Der Wert fiir die ,studentsche t-Verteilung”[15] t1_4/2,n-2
kann mit der Irrtumswahrscheinlichkeit o und der Anzahl der Beobachtungen n nachge-
schlagen werden. Die Residuen e,,; sind um den wahren Wert normalverteilt, jedoch ist der
wahre Wert unbekannt und kann nur geschétzt werden. Die ,studentsche t-Verteilung* be-
riicksichtigt im Gegensatz zur Normalverteilung, dass auch der wahre Wert nur geschétzt ist.
Var(é, ;) bezeichnet die Varianz der gewichteten Residuen é,,; und EW (¢;) ist der Mittelwert
der Eingabeparameter ¢;. Die gewichteten Residuen é,,; sind die Residuen ¢é;, die mit einer
Gewichtungsfunktion w(e) skaliert werden. Bei Homoskedastizitét ist die Gewichtsfunktion
konstant (w(e) = 1). Bei Heteroskedastizitét ist die Gewichtsfunktion nicht konstant, wird in
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Abbildung 3.36b aber filschlicherweise auch als konstant (w(e) = 1) angenommen. Das Kon-
fidenzintervall muss nun mit robusten Standardfehlern berechnet werden, wie sie White [16]
vorschlégt. Dadurch wird das Konfidenzintervall zwar grofer, aber es ist noch giiltig.

Die Breite des Vorhersageintervalls

)T hge \l vor(Gua) (%(5) o <i_‘§.vii?<)a>)

verwendet im Vergleich zum Konfidenzintervall zusétzlich den Term w+(€) Jede Beobachtung

streut etwas um den wahren Wert. Diese Streuung einer Beobachtung wird durch den Term
uv+(s) beschrieben. Das Vorhersageintervall gibt den Bereich an, in dem eine neue Beobach-

(3.50)

tung o; mit der Irrtumswahrscheinlichkeit P(|o; —(g;)| > d) ~ a liegt.

Das Vorhersageintervall ist immer breiter als das Konfidenzintervall. Die Frage, in wel-
chem Bereich die Spannung o; einer neuen FEM-Simulation unter der Last ¢; liegt, wird
durch das Vorhersageintervall beantwortet. In welchem Bereich liegt die Ausgleichsebene,
wenn unendlich viele FEM-Simulationen durchgefiihrt werden? Diese Frage wird durch das
Konfidenzintervall beantwortet.

Wenn wie in Abbildung 3.36b Heteroskedastizitat vorliegt, fiithrt das zu einer Reihe un-
gewollter Konsequenzen [17]. Beispielsweise benotigt die Ausgleichsgerade mit Heteroske-
dastizitdt mehr Beobachtungen, um die wahre Funktion gleich gut anzundhern wie ohne
Heteroskedastizitat. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Konfidenzintervall die wahre Funktion
o(e) tiberdeckt, muss bei Heteroskedastizitat mit robusten Standardfehlern korrigiert wer-
den, wodurch das Konfidenzintervall bei gleicher Irrtumswarscheinlichkeit gréfter wird. In
Abbildung 3.36b werden die robusten Standardfehler HC1 verwendet, die von White [16]
beschrieben werden und den Vorteil haben, dass sie wenig Ressourcen benotigen und erst
nach der Regression berechnet werden. Fiir das Vorhersageintervall gibt es hingegen kei-
ne nachtrigliche Korrekturmoglichkeit und das Vorhersageintervall in Abbildung 3.36b ist
falsch.

Um ein giiltiges Vorhersageintervall zu berechnen, muss die Gewichtsfunktion w(e) defi-
niert werden. Die Gewichtsfunktion ergibt sich aus der Varianz-Funktion und um die Varianz-
Funktion zu erstellen, miissen zuerst die Residuen é; der Regression in Abbildung 3.36b be-
rechnet werden. Die Residuen sind Schétzungen fiir die Fehler zwischen den Beobachtungen
und der wahren Funktion. Diese sind in Abbildung 3.37a dargestellt.

Im néchsten Schritt wird ein Modell fiir die Varianz erstellt. Entsprechend den Uberle-
gungen aus Kapitel 3.3.3 ist bekannt, dass die Streuung /Var(é) linear mit dem Eingabepa-
rameter € zunimmt. Die Varianz Var(é) entspricht der quadrierten Streuung, also werden die
quadrierten geschétzten Fehler é2 durch eine quadratische Funktion Var(é(e)) = Sy + 5y - €2
approximiert. Dabei ist entscheidend, dass die Varianz-Funktion Var(é) nie negativ werden
darf. Dies wird zum einen durch die quadratische Funktion erreicht und zum anderen verhin-
dert eine nicht-negative kleinste Quadrate Regression, dass die Parameter 3y und S; negativ
werden. Abbildung 3.37b zeigt die rote gefittete Varianz-Funktion Var(é(e)).

Nun koénnen die geschétzten Gewichte w = 1/1/Var(é), wie in Abbildung 3.38a dargestellt,
berechnet werden. Aus Abbildung 3.38b ist ersichtlich, dass die gewichteten geschéitzten
Fehler €, = w - é iiberall gleich stark streuen. Die Heteroskedastizitat ist somit eliminiert.
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Abbildung 3.37: Die Varianz-Funktion approximiert die quadrierten geschéitzten Fehler.

Auferdem sind die gewichteten geschatzten Fehler normalverteilt. Das ist eine Voraussetzung
fiir ein giiltiges Vorhersageintervall.

Anstatt die quadrierten Residuen zu minimieren, werden die gewichteten Residuen mi-
nimiert
: . . 2
I%;nZw(si) (o —0a(e))”. (3.51)
i

2
w,i

e

Wie aus Abbildung 3.39 ersichtlich, liegt die Ausgleichsgerade dadurch ndher an der wahren
Funktion und das Konfidenzintervall ist kleiner. Auferdem ist es nun moglich ein valides
Vorhersageintervall anzugeben.

Modellaufbau

Die vorigen Kapitel beschreiben, wie ein Versuchsplan so aufgebaut wird, dass die Regres-
sion moglichst gut ist und wie die Varianz-Funktion die unterschiedlich starke Streuung der
Residuen eliminiert, sodass giiltige Vorhersageintervalle berechnet werden kénnen.

Die Hauptproblematik bei einer guten Regression ist jedoch die richtige Wahl der Funk-
tionen. Es ist moglich mit einer linearen Regression ein quadratisches Problem anzupassen
und dabei ein sehr enges Konfidenzintervall zu erhalten. Fiir die Vorhersage eignet sich eine
solche Regression jedoch nicht, weil das Problem fehlspezifiziert ist. Um eine Fehlspezifika-
tion des Modells zu verhindern, werden so weit wie moglich Funktionen verwendet, die das
zugrundeliegende FE-Problem beschreiben kénnen.

Eine FE-Simulation 16st das lineare Gleichungssystem K;;U; = F; mit der globalen Stei-
figkeitsmatrix K;;, dem globalen Lastvektor F; und den globalen Verschiebungsvektor Uj;.
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(b) Die gewichteten Residuen streuen iiber e
hinweg gleich stark.

(a) Das Gewicht w ergibt sich aus der Varianz
w = Var %5,

Abbildung 3.38: Aus der Varianz-Funktion wird die Gewichtungsfunktion berechnet, mit

der die Residuen gewichtet werden. Die gewichteten Residuen sind homoskedastisch.

Mit der Guyan-Reduktion [18§|

Ki j Kz URP FiRP - RP redyTRP

(3.52)

ist es moglich, alle Verschiebungen in der Zelle U; als eine lineare Funktion der Verschie-
bungen an den Referenzpunkten U JRP darzustellen. Die Lastparameter ey, €vv, Yuvs Euns Evns
k!, ki sind die Verschiebungen an den Referenzpunkten U jRP . Somit kann die Verschiebung
an jeder Position in der Zelle als Matrix-Vektor-Produkt von einer konstanten reduzierten
Matrix ngjd und den Lastparametern dargestellt werden.

Eine Komponente aus dem Spannungstensor ¢’ ist eine lineare Funktion der Verschiebun-
gen in der Zelle Us und da diese Verschiebungen wiederum lineare Funktionen der Verschie-
bungen an den Referenzpunkten U ].RP sind, ist auch die Spannungskomponente eine lineare

Funktion
o'(a") =Y U -6;(a")

der Verschiebungen an den Referenzpunkten UJRP . Je nachdem, bei welcher Tiefe a’ die
Spannung o’ ausgewertet wird, dndern sich die Werte der Gewichtungsfunktionen 6;(a’). Bei
der FE-Methode beschreiben Ansatzfunktionen f;(a’) den Verlauf der Spannungen iiber die
Tiefe a/. Die Ansatzfunktionen fiir die Spannungen sind dabei die Ableitungen der Ansatz-
funktionen fiir die Verschiebungen. Die Gewichtungsfunktionen

0i(a’) = 3 fi(a')Bi;

(3.53)

(3.54)

sind lineare Funktion der Ansatzfunktionen f;(a’) an der Stelle a’ mit den konstanten Ge-
wichten f; ;.

Wenn dieselben Ansatzfunktionen f;(a’) verwendet werden, die auch die Spannungen in-
nerhalb des FE-Netzes beschreiben, dann kann die Spannung fehlerfrei vorhergesagt werden.
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Abbildung 3.39: Eine gewichtete Regression korrigiert den Einfluss von Heteroskedastizi-
tat: Die Ausgleichgerade weicht weniger stark von der wahren Funktion ab, als die ungewich-
tete Regression aus Abbildung 3.36b. Aufterdem sind das Vorhersage- und das Konfidenzin-
tervall giiltig.

Die Ansatzfunktionen fiir Spannungen im FE-Netz haben jedoch an den Element-Grenzen
Unstetigkeitsstellen. Deshalb werden andere stetige Funktionen verwendet. Abbildung 3.40
zeigt zwei verschiedene Arten von Ansatzfunktionen.

Die stiickweise linearen Funktionen in Abbildung 3.40a sind C° stetig. Die Interpolation
ist also stetig, die Ableitung der Interpolation jedoch nicht. Diese Funktionen haben zwei
grofte Vorteile. Zum einen ist an jeder Stelle die Summe der Funktionswerte immer gleich
Eins und zum anderen wird kein Funktionswert je negativ. Dadurch kann die Varianz mit
stiickweise linearen Funktionen iiber die Tiefe a’ interpoliert werden ohne dass moglicherweise
an irgendeiner Stelle eine negative Varianz auftritt.

Die Hermiteinterpolation in Abbildung 3.40b ist C! stetig. Sowohl die Interpolation als
auch die erste Ableitung haben keine Unstetigkeitsstellen. Die Funktionen f;(a’) sind kubisch
und haben an den Element-Grenzen (0 mm, 0.1 mm, 0.2 mm) einen Funktionswert und eine
Ableitung von Null, auler an einer Element-Grenze, wo der Funktionswert (fy(0 mm) =1,
f2(0.1 mm) =1, f4(0.2 mm) = 1) oder die Ableitung (df;/da’|s=0 mm = 1, df3/da’|ar0.1 mm = 1,
dfs/da’|a—0.2 mm = 1) Eins ist. Im Vergleich zur stiickweise linearen Funktion ist die Summe der
Funktionswerte nicht immer gleich Eins und auch die Funktionswerte selbst konnen negativ
sein. Die Hermiteinterpolation wird verwendet, um die Erwartungswerte iiber die Tiefe a’ zu
interpolieren.

Durch die Verwendung von Ansatzfunktionen f; kénnen statt einer Gewichtungsfunktion
6;(a’) konstante Gewichtungs-Parameter J; ; verwendet werden, um die Spannung

o'(a") = Y US" fi,(a) - Bisiy (3.55)
11,82
iiber den Risspfad a’ zu interpolieren. Da nicht die von den FE-Elementen vorgegebenen

Ansatzfunktionen f;, verwendet werden, ist die Spannung o’(a’) nicht mehr dieselbe wie sie
von der FE-Simulation berechnet wird. Dafiir ist die Spannung aber eine stetige Funktion.
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(b) C!'-stetige Ansatzfunktionen fiir die Hermiteinterpolation [19]. Bei der Hermiteinterpolation hat
je eine Funktion an den Element-Grenzen entweder einen Funktionswert von Eins (fo(0 mm) = 1,
f2(0.1 mm) =1, f4(0.2 mm) = 1) oder eine Ableitung von Eins (9f1/0a’|o mm = 1, 9f3/0a"|0.1 mam = 1,
0f5/0a’|0.2 mm = 1). Das erste Element beginnt bei a = 0 mm und endet bei a = 0.1 mm. Das zweite
Element geht von a = 0.1 mm bis a = 0.2 mm. Zur besseren Darstellung werden die Funktionen
fi(a"), fs(a’) und f5(a’) mit zehn multipliziert.

Abbildung 3.40: Verschiedene Ansatzfunktionen fiir Interpolationen

Anstatt die Guyan-Reduktion aus Gleichung 3.52 durchzufiihren, kénnen auch sieben
FE-Simulation durchgefiihrt werden, bei denen jeweils einer der sieben Lastparameter e,
Evvy Yav, Euns Evn, K, k. auf Eins und die anderen auf Null gesetzt werden. Da die verwendeten
Ansatzfunktionen, wie aus Abbildung 3.40 ersichtlich, aus sechs Funktionen bestehen, werden
fiir jede der sieben Simulationen entlang des Risspfades sechs Spannungen

ol =USY - fi,(ah)-Bi + &; mit i = (1, 42) (3.56)
berechnet, sodass insgesamt 6 x 7 = 42 Beobachtungen vorliegen. Die Referenzpunktver-
schiebungen U ff entsprechen den Lastparametern und sind bekannt. Auch die Tiefen a;.
und dadurch die Werte der Ansatzfunktionen f;,(a}) kénnen berechnet werden. Die Refe-
renzpunktverschiebungen U und die Werte der Ansatzfunktionen f;,(a}) werden zur X,
Matrix zusammengefasst. Beim Zusammenfiigen wird das kartesische Produkt i = (iy,is)
gebildet und da fiir jede Beobachtung sieben Referenzpunktverschiebungen und sechs An-
satzfunktionen vorliegen, hat die zusammengefiigte X ;; Matrix fiir jede Beobachtung 7x6 = 42
Eintrage.
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Die einzigen Unbekannten sind noch der Parametervektor 3; und der Fehlervektor e;. Die
Fehler sollten natiirlich moglichst gering sein, weshalb die Norm des Fehlervektors

min ¢, = min o} - X;:- Bil, (3.57)

J J

minimiert wird, indem der Parametervektor Bj verandert wird. Diese Vorgehensweise wird
Regression genannt. Die Guyan-Reduktion kann also durch eine Regression ersetzt werden,
solange nur die Lastparameter betrachtet werden.

Um den Einfluss der Geometrie-Parameter ¢/, und ¢/, zu berticksichtigen, wird die Matrix

i = URP - fi,(a)) - (Chuy)™ - (chyy)™ mit = (1,742,743, 14) und 0 <d5,14 < 3 (3.58)
erweitert. Fiir die Geometrie- Parameter werden die Funktionen (c}, ;)" € {1, ¢, c2 . i c3 . ;
bzw. (¢, ;) € {1,c, J,c'v2V i Coy J} verwendet. Da die X;;-Matrix mlt dem kartesischen Pro-

dukt zusammengefiigt wird, steigt mit sieben Lastparameter, sechs Funktionen fiir die Inter-
polation iiber die Tiefe a’ und je vier Funktionen fiir die Geometrie-Parameter die Anzahl
der Unbekannten auf 7x 6 x4 x4 =672.

Es wird angenommen dass die Wechselwirkung von Kriimmungen mit geringer Potenz,
wie beispielsweise cfu i Coy J, das Problem gut genug beschreiben und dass Wechselwirkung
'3

von Kriimmungen mit grofsen Potenzen, wie beispielsweise cuu i Gy vernachléssigbar sind.

Mit der Forderung i3 + 24 < 3 werden diese Wechselwirkungen vernachléssigt und es miissen
nur noch 7x6x (4+3+2+1)="7x6x 10 =420 Unbekannte bestimmt werden.

Um 420 Unbekannte zu bestimmen, sind zum einem viele FE-Simulationen nétig und zum
anderen besteht die Gefahr, dass die Beobachtungen iiberangepasst werden. Die Regression
approximiert die Beobachtungen also beinahe perfekt, aber ansonsten Uberschwingen die
Funktionen f;(...) und eine Vorhersage ist nicht méglich. Die Uberanpassung wird durch
eine Regularisierung mit der Lasso-Methode [20]

win (o3~ -3/

verhindert. Die Gewichte w; ergeben sich aus der Varianz-Funktion, die im vorigen Kapitel

Hl) (3‘59)

beschrieben ist und die Parameter Bj werden mit 7; = n/ ¥; | X;;| auf den Bestrafungsfaktor n
normiert. Je grofser der Bestrafungsfaktor 7 ist, desto mehr Parameter werden Null gesetzt,
weil es giinstiger wird, die 1-Norm | 3;7,]; zu minimieren, als die Beobachtungen besser
anzupassen. Das Ziel der Lasso-Methode ist es, nur so viele Parameter Bj wie notig zu
verwenden. Alle anderen Parameter werden Null gesetzt.

Abbildung 3.41 verbildlicht wie die Lasso-Methode funktioniert. Die gefiillten Konturen
stellen die 2-Norm H (0‘;- - X BJ) . \/wTj H , dar. Offensichtlich gibt es entlang der roten Linie
mehrere Einstellungen von (fy, 81), wo die 2-Norm minimal ist. Die Gleichung ist also un-
terbestimmt. Dennoch kann die Lasso-Methode die Gleichung 16sen, indem zusétzlich die als
Quadrate dargestellte 1-Norm H Bﬂ]jH , minimiert wird. Das griine Quadrat ist kleiner und
hat somit eine kleinere Norm als das blaue Quadrat. Deshalb wird 5; Null gesetzt.

Die Lasso-Methode eliminiert also Parameter, wenn das Gleichungssystem unterbestimmt
ist. Je nachdem wie grof der Bestrafungsfaktor n gewiahlt wird, werden auch Parameter
Null gesetzt, die einen Effekt haben. Je groffer der Bestrafungsfaktor n ist, desto wichtigere
Parameter werden Null gesetzt.
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Abbildung 3.41: Visualisierung der Lasso-Regression: Die gefiillte Kontur verbildlicht die
zu minimierende Funktion, die entlang der roten Linie minimal ist. Die beiden Parame-
ter By und Sy konnen verdndert werden. Die Kontur eines Quadrates hat dieselbe 1-Norm
I[Bo, B1]|1- Das griine Quadrat hat eine kleinere 1-Norm als das grofere blaue Quadrat. Die
Lasso-Regression minimiert die Funktion plus die 1-Norm und wéahlt die mit x markierte
Parameterkombination, bei der £; Null ist.

Mit 500 Validierungs-Simulationen wird die Wahl des richtigen Bestrafungsfaktors 7 fest-
gelegt. Die Lasso-Methode erstellt mehrere Modelle mit verschiedenen Bestrafungsfaktoren 7.
Jedes Modell sagt die 500 FE-Simulationen des Validierungsdatensatzes vorher. Das Bayes-
sche Informationskriterium [21]| (BIC) wégt die Fehler der 500 Vorhersagen und die Anzahl
der Parameter gegeneinander ab. Je weniger Fehler gemacht werden und je weniger Para-
meter benotigt werden, desto kleiner und besser ist das Informationskriterium. Das Modell
mit dem kleinsten Informationskriterium auf dem Validierungsdatensatz wird anschliefsend
gewahlt. Nachdem mit der Lasso-Methode die Parameter eliminiert sind, wird mit den ver-
bleibenden Parametern die Methode der gewichteten kleinsten Quadrate durchgefiihrt, um
das finale Vorhersagemodell fiir den Erwartungswert zu erstellen.

Die Energiefreisetzungsrate G'(a’) kann nicht mit der Guyan-Reduktion berechnet wer-
den. Wenn sich die Lastparameter éndern, dndert sich auch die die Richtung der ersten
Hauptnormalspannung und die Rissflache liegt anders in der Risszelle. Wenn alle Last-
parameter URP mit dem gleichen positiven Skalierfaktor A multipliziert werden, wird die
Dehnungsenergie Il = U” - K; ;, - UFP mit der Steifigkeitsmatrix K quadratisch auf
A2 Tl = (A-USP) - Ky, - (A - USP) skaliert. Da die Energiefreisetzungsrate auf der Deh-
nungsenergie basiert, kann auch die Energiefreisetzungsrate

NG (d) = (NUET) fi(a7) (NUET) Bisigyia = AU i, (05)-UL" iy ig,ia it A2 0 (3.60)

fehlerfrei mit A\? skaliert werden, jedoch nur solange der Skalierfaktor nicht negativ ist, weil
sich ansonsten die Richtung der Hauptnormalspannung verschiebt. Analog zu den Spannun-
gen interpolieren die Ansatzfunktionen f;, (a}) die Energiefreisetzungsrate iiber die Tiefe a’
und mit 3;, ;,., werden die Funktionen gewichtet.

Auch die Energiefreisetzungsrate wird mit einem linearen Gleichungssystem G = X;5;
vorhergesagt. Die Matrix

Xji = fh(a;) '&i,j(agg) : (Cég,j)iS : (Clgg,j)i4 : (Cég,j)ls : (b;nax,j)i6

) ) (3.61)
mit i = (i1,49,...96) und 0 <iy <3 und 0 < i3,14, 15,76 < 3
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besteht aus den sechs Ansatzfunktionen f;, (a}) sowie weiteren Funktionen der geschétz-
ten Hauptnormalspannungen bei vier Tiefen oder der ins Hauptspannungssystem gedrehten
Kriimmungen. Aufierdem hingt die Energiefreisetzungsrate im Gegensatz zu den Spannun-
gen von der maximalen Rissbreite b/, . ab. Das Kapitel ,,Regressionsmodell fiir die Energie-
freisetzung G beschreibt die Regression fiir die Energiefreisetzungsrate genauer.

. ., ,
Regressionsmodell fiir o}, und o/,

Mit dem im folgenden beschriebenen Regressionsmodell kann die Spannung o/, und die
Spannung o, vorhergesagt werden. In einer FEM-Simulation werden beide Spannungen bei
sechs Tiefen berechnet. Die Regression kann fiir jede FEM-Simulation also auf 2 x 6 = 12
Beobachtungen bauen und da 16384 FEM-Simulationen vorliegen, fliefen in die Regression
196 608 Beobachtungen ein.

Das Regressionsmodell besteht aus einer Varianz- und einer Erwartungswert-Funktion.
Fiir die Varianz-Funktion muss zuerst eine einfache lineare Regression
~F _ RP / I
Uuu,linear = Mi’ Ui1 : fi2(a ) mit ¢ = (7'1712) (362)
mit den sieben Lastparametern U = [euy, €y, Eun, Evns Kl kL, Yuv] und den sechs Ansatz-

funktionen f1,(a’) berechnet werden. Dabei werden 7 x 6 = 42 Parameter (; bestimmt. Die
Varianz-Funktion

Var(oyy,) = B; - (Uf")? - fi,(a') + B; - f5(a’) mit i = (i1, 72) (3.63)

approximiert die quadrierten Residuen von der einfachen linearen Regression. Die Varianz-
Funktion unterscheidet sich von der einfachen linearen Regression in dem, dass die sieben
Lastparametern Ufp quadriert werden und sechs zusatzliche Parameter 3; verwendet wer-
den, die die minimale Varianz entlang dem Risspfad definieren. Als Ansatzfunktionen f;,(a’)
bzw. f;(a’) werden stiickweise lineare Funktionen verwendet und die 48 Parameter werden
mit der ,nicht negativen kleinste Quadrate“~-Methode bestimmt, um zu verhindern, dass die
Varianz negativ wird.

Die Erwartungswert-Funktion

Ot = Bi - U - fi (@) - (chy)® - (¢hy)™ mit 4 = (i, da,43,44) und 0 <ig+1i4 <3 (3.64)
basiert auf allen sieben Lastparameter U/*” allen sechs Ansatzfunktionen f;,(a’) und je vier
Funktionen fiir die Geometrie-Parameter (¢, ) € {1,c.,,c2,c3 ) baw. (¢/, )4 e {1,¢,,c2,c3
Durch die Forderung 0 < i3+i4 < 3 werden statt 4x4 = 16 Geometrie-Funktionen (c/,,)®-(c., )™
nur noch zehn Geometrie-Funktionen ( 1-1, 1-¢,, 1-¢2, 1-¢3, chy- 1, by Chy,
c2 -1, c2 - c,, 3 1) verwendet. Die Regression bestimmt also 7 x 6 x 10 = 420 Parameter

B;, allerdings werden mit der Lasso-Methode unwichtige Parameter aussortiert.

oL A2
Cuu cVV7

Abbildung 3.42a zeigt, dass das Bayessche Informationskriterium [21]| bei einem Bestra-
fungsfaktor von n = 0.1 am kleinsten ist. Das Bayessche Informationskriterium wird fiir
einen separaten Validierungsdatensatz berechnet und wiegt die Anzahl der Variablen und die
Summe der quadrierten Residuen gegeneinander ab. Je weniger Variablen und je kleiner die
Summe der quadrierten Residuen, desto kleiner ist das Bayessche Informationskriterium. Das
gewahlte Modell benotigt statt 420 Parameter nur 167 Parameter. Obwohl die Mehrzahl der
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Parameter verworfen wird, ist die Vorhersage in Abbildung 3.42b relativ nahe an der FEM-
Simulation. Jedoch liegt die FEM-Simulation nicht innerhalb des 95%-Vorhersageintervalls.
Das Vorhersageintervall sagt nur, dass in etwa 95% der Fille bei einer bestimmten Tiefe
a’ eine neue Beobachtung innerhalb des Vorhersageintervalls liegt. Es werden aber mehrere
Tiefen von a’ = 0 mm bis zu al,,,,, beobachtet. Dementsprechend ist die Wahrscheinlichkeit,
dass die Vorhersage iiber die ganze Lénge innerhalb des Vorhersageintervalls liegt, kleiner
als 95% und einer der Félle ist eingetreten, in denen nicht die ganze Lange iiberdeckt wird.

Die Ausnahme bestétigt somit die Regel.

400004 gewéhltes Modell - 400 4251
g : - 350 400 -
8 37500 -
= 375 1
2 - 300
F’E 35000 A
g & 4
2 - 250 £ £ 350
% 32500 = 2 g5
= ! g
- 200 £ g
o @ - o]
= 30000 & & 300
0 - 150
£ 27500 - 075 -
2 - 100 A _Q; ;
{; 95000 - 950 FEM-Simulation
5 L 5o Vorhersage
22500 225 - 0 95%-Vorhersageintervall
T T . T 0 T T T
107¢ 107* 107 10° 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
Bestrafungsfaktor 7 a’ in mm
(a) Modellauswahl (b) Verifizierungs-Simulation 730

Abbildung 3.42: Regressionsmodell fiir o}, und o/,

Regressionsmodell fiir o/,

Im Vergleich zum vorherigen Regressionsmodell fiir o/, und o/, fliefsen in diese Regression
nur halb so viele Beobachtungen ein, weil in jeder FE-Simulation nur die Spannung o/, bei
sechs Tiefen beobachtet wird, anstelle der zwei Spannungen o}, und o/,. Dafiir kann eine
Symmetrie

URPY = (e, €uns Ky ] ~ URPY = [e4, Evn, K] (3.65)

ausgeniitzt werden, wenn die Zelle um 90° rotiert wird. Dadurch halbiert sich die Anzahl der
Lastparameter, weil bei den zwei Termen

G- UfP" 4 ;- UJ.RPv” (3.66)

7

durch die Symmetrie die Parameter-Vektoren gleich sind (5; = ;) und zu

B; - (URPm L yRPYy (3.67)

(2

zusammengefasst werden. Die Scherung ~,, ~ —vu kiirzt sich selbst 5 (Yuy = Yuv) = 0 und
hat keinen Einfluss.

Die Spannung o}, (0 mm) = 0 MPa ist an der Porenoberfliche Null. Bei den Ansatzfunk-
tionen aus Abbildung 3.40 hat nur die Funktion fy(0 mm) an der Porenoberfliche einen
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Wert ungleich Null. Alle anderen Ansatzfunktionen f;,(0 mm) = 0 sind an der Porenoberflé-
che Null. Die Ansatzfunktion fy wird nicht in die Regression mit aufgenommen und dadurch
wird garantiert, dass die Spannung an der Porenoberfliche Null ist.

Die lineare Regression

&' =B, (U fi,(a) + U™ f,(a')) mit i = (iy,42) und 1<y <5 (3.68)

nn,linear

verwendet also anstatt sechs Ansatzfunktionen nur fiinf Ansatzfunktionen f;,(a’), weil die
Ansatzfunktion fo(a’) aus Abbildung 3.40 nicht verwendet wird. Somit miissen nur 3x5 = 15
Parameter 3; bestimmt werden.

Die Varianz-Funktion

Var(ot) =B (U7 fua) + (UP @) w6y i) o
mit i = (41,45) und 1 < iy, j <5 '
quadriert die symmetrischen Lastparameter (UZ.IEP’“)2 bzw. (Uffp’”)2 und verwendet fiinf zu-
satzliche Parameter 3}, die die minimale Varianz entlang des Risspfades definieren. Die Funk-
tion fo(a’) bei den stiickweise linearen Funktionen aus Abbildung 3.40a wird nicht verwen-
det, sodass auch die Varianz an der Porenoberfliche Null ist. Die Varianz-Funktion benotigt
3 x5+ 5 =20 Parameter.

Auch bei der Erwartungswert-Funktion

Gt = B (U fia (@) - ()™ - () + UL fin(a') - (€)™ - (cl)™)

miti:(i17i2,i3,i4) und0£i3+2’4£3und ’i32’i4 und 1§12§5

(3.70)

wird die Ansatzfunktion fy(a’) bei der Hermiteinterpolation aus Abbildung 3.40b nicht ver-
wendet, sodass die Spannung an der Porenoberfldche Null wird. Wie bei allen Erwartungswert-
Funktionen werden mit der Lasso-Methode nicht bendtigte Parameter auf Null gesetzt.

. ., ,
Regressionsmodell fiir ¢/, und o/

Wie schon beim Regressionsmodell fiir o/, und o}, konnen aus jeder FEM-Simulation dop-
pelt so viele Beobachtungen ausgelesen werden wie beim Regressionsmodell fiir ¢/ . Einmal
wird die Spannung o/, und noch einmal wird bei der gedrehten Zellen die Spannung o/,
beobachtet. Die lineare Regression

o’ =ﬁi-€un-fi(a’) mit 1<2<5 (371)

un,linear

basiert nur auf einem Lastparameter €,, und fiinf Ansatzfunktionen f;(a’). An der Poreno-
berflache ist diese Spannung Null, also wird die Ansatzfunktionen fy(a’) nicht verwendet.
Somit miissen nur 1 x 5 =5 Parameter §; bestimmt werden.

Die Varianz-Funktion
Var(ol,) = Bi -2, fi(a') + B;- fi(a’) mit 1<i,5<5 (3.72)

quadriert den Lastparameter €,, und verwendet fiinf zusétzliche Parameter [3;. Die Varianz
ist an der Porenoberfliche Null, weil die Ansatzfunktionen fy(a’) nicht verwendet wird.
1 x5+ 5 =10 Parameter miissen bestimmt werden.
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Auch bei der Erwartungswert-Funktion

5-1,1n = 51 “Eun fil (CL,) ’ (C{m)i2 ’ (C(IV)ig

3.73
mitiz(il,ig,’ig) und1£i1£5undOSi2+i3S3 ( )

wird die Ansatzfunktion fy(a’) nicht verwendet, sodass die Spannung an der Porenoberflache
Null ist. Mit den fiinf verbleibenden Ansatzfunktionen und den zehn Kriimmungsfunktionen
(¢ - (cl,)® gibt es 50 unbekannte Parameter.

Regressionsmodell fiir o/,

Auch bei diesem Regressionsmodell konnen doppelt so viele Beobachtungen aus einer FEM-
Simulation abgeleitet werden wie beim Regressionsmodell fiir ¢/ . Einmal wird die Spannung
0!, beobachtet, dann wird die Zelle gedreht und die negierte Spannung —o7,, beobachtet. Die
lineare Regression

a-lllv,linear = ﬁl “Yuv fi(a',) (374)

basiert nur auf einem Lastparameter 7,, und sechs Ansatzfunktionen f;(a’). Die Spannung
ist an der Porenoberfliche nicht Null, also wird die Ansatzfunktionen fy(a’) verwendet und
die Regression hat 1 x 6 = 6 Parameter.

Die Varianz-Funktion

Var(ol,) = Bi - vay - fila') + B; - f;(a) (3.75)

quadriert den Lastparameter 7,, und verwendet sechs zusatzliche Parameter 3;. Die Erwar-
tungswert-Funktion

a-lllv = /BZ *Yuv fil (CL’) : ((C;u)i2 ' (Cilv)i3 + (Cilv)i2 ' (c{m)%)

mit ¢ = (il,ig,ig) und 0Si2+i3 <3 und ’iz Zig

(3.76)

niitzt die Symmetrie ¢, ~ ¢/, aus, um die Anzahl der Variablen zu reduzieren.

Modell fiir die Hauptnormalspannung o

Die Regressionsmodelle fiir die Spannungen sagen den kompletten Spannungstensor o7,
her. Die Hauptnormalspannung o] ist der grofite Eigenwert des Spannungstensors. Mit dem
Eigenvektor e; fiir die groftte Hauptnormalspannung und der Matrix Var(a;j), die die Va-
rianzen der Spannungskomponenten enthélt, wird die Varianz fiir die grofste Hauptnormal-

spannung

VOr-

Var(o1) = €} - Var(o};) - € (3.77)

berechnet. Diese Berechnungsmethode ist nur eine Néherung, da sie die Unsicherheit des
Eigenvektors e; nicht beriicksichtigt.

In Abbildung 3.43 werden die Vorhersageintervalle anhand von 524 Verifizierungs-Simu-
lationen iiberpriift. Die Spannungen werden dabei erst ab einer Tiefe von a’ = 0.04 mm
verglichen, da viele Spannungen an der Porenoberflédche in der Theorie und im statistischen
Modell Null sind. In den Ergebnissen der FE-Simulationen ist das meistens nicht der Fall,
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weshalb bei einer kleinen Tiefe viele Beobachtungen aufserhalb des Vorhersageintervalls lie-
gen.

Aus Abbildung 3.43a ist ersichtlich, dass die meisten Vorhersageintervalle zu konserva-
tiv sind. Bei einem beobachteten Fehler von apeopachtetet = 0.05 wird fiir die Spannung o/,
ein Fehler von erwartet = 0.03 erwartet. Es wird also erwartet, dass 3% der Beobachtungen
aukerhalb des Vorhersageintervalls liegen (Fehler). Tatséchlich liegen jedoch 5% der Beobach-
tungen aufterhalb. Das Vorhersageintervall ist in diesem Fall also zu klein. Fiir die Spannung
ol liegen bei einem erwarteten Fehler von 0.2 (20%) hingegen 0.01 (1%) Beobachtungen
aufserhalb des Vorhersageintervalls. Das Vorhersageintervall ist also zu breit.

Dass die Vorhersageintervalle fiir die Spannungen nicht sonderlich gut funktionieren liegt
daran, dass die gewichteten Residuen nicht normalverteilt sind. Fiir die Hauptnormalspan-
nung o} muss die Annahme, dass die gewichteten Residuen normalverteilt sind, zwar eben-
falls verworfen werden, aber die Vorhersageintervalle in Abbildung 3.43b funktionieren etwas
besser. Bei einem erwarteten Fehler von qerwartet = 0.05 wird fiir das beidseitige Intervall ein
Fehler von apeobachtetet = 0.03 und fiir die obere Grenze ein Fehler von oeobachtetet = 0.013
beobachtet. Es wird also erwartet, dass 5% der Beobachtungen auferhalb des Vorhersagein-
tervalls bzw. oberhalb der oberen Grenze liegen (Fehler). Tatséichlich liegen jedoch nur 3%
der Beobachtungen auferhalb des Intervalls und 1.3% iiber der oberen Grenze. Die Vorher-
sageintervalle sind also etwas zu konservativ.

10° 5
100 ] a’ > 0.04 mm
I —— oyu(a’ > 0.04 mm) ] beidseitiges Intervall
o), (a’ > 0.04 mm) ] obere Grenze
—— o}, (a’ > 0.04 mm) 1
—— ol,(a’ >0.04 mm) -
g
g £ 107"
g 1071 - g
S
102 —— —
10-2 P amy4myan 1072 1071 10°
10~2 10~1 109 Qerwatet
Cerwatet (b) Beobachteter Fehler apeobachtet Uber den
(a) Beobachteter Fehler apeobachtet tiber den erwarteten Fehler cierwartetet flir ein beidseitiges
erwarteten Fehler aierwartetet fiir die Spannungs- Vorhersageintervall und eine obere Grenze fiir
modelle. die Hauptnormalspannung.

Abbildung 3.43: Verifizierung des Vertrauensbereichs mit einem zufélligen Versuchsplan
(n=524): Der Fehler « gibt an, wie viele Beobachtungen auferhalb des Vertrauensbereichs
liegen.
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Regressionsmodell fiir die Energiefreisetzung G’

Da die Energiefreisetzung G’ an der Porenoberfliche Null ist, verwendet die quadratische
Regression

2 vaa = B (U2 fiy () + (U2 £ (@) mit i = (in,42) und 1<ip <5 (3.78)
anstatt sechs Ansatzfunktionen nur fiinf Ansatzfunktionen f;,(a’) von der Hermiteinterpola-
tion. Die bereits von den Regressionsmodellen fiir die Spannungen bekannte Symmetrie hilft

wieder die Anzahl der Variablen zu reduzieren. Im Gegensatz zu den Spannungen werden
die Last-Faktoren quadriert, sodass die symmetrischen Lastparameter

URRU = [guua €un; k1l1u7 /yuv] ~ URP’U = [EVV7 Eyn, k(rvv _rYuv] (379)
auch die Scherung ~,, beachten miissen, die sich zuvor herausgekiirzt hat.

Die Varianz-Funktion

Var(@) = - (WY fulo) WP ) <8 )
mit i = (i1,75) und 1<y, <5 '
ist eine quartische Funktion der symmetrischen Lastparameter (Ufp’u)4 bzw. (UZ.]I%P’”)4 und
verwendet wieder fiinf zusétzliche Parameter ;. Die Funktion fy(a’) bei den stiickweise
linearen Funktionen aus Abbildung 3.40a wird nicht verwendet, sodass auch die Varianz an
der Porenoberfldche Null ist.

Die Erwartungswert-Funktion

G = ;- 61(ai) - fin(a) - (che)™ - (ct)"™ - (ce)™ - (Blnaa)

. (3.81)
mltiz(il,...,i(;) und1£i2£5und03i3+i4+2’5+2’6£3

nimmt als Eingabe die vorhergesagte Hauptnormalspannung 61(a;,) bei vier Tiefen a;, = [0
mm, 0.07 mm, 0.13 mm, 0.2 mm|, finf Ansatzfunktionen der Hermiteinterpolation f;,(a’)
sowie mehrere Funktionen fiir die Geometrie-Parameter. Die Kriimmungen Cier Cecr Cee sind
die Kriimmungen der Porenoberfliche, die in das Hauptspannungssystem rotiert werden.
Auferdem ist diese Erwartungswert-Funktion die einzige Funktion, auf die die maximale
Rissbreite 0/,,, einen Einfluss hat. Insgesamt miissen fiir die Funktion 420 Parameter be-

stimmt werden, wobei natiirlich wieder die Lasso-Methode angewandt wird, um unwichtige
Parameter Null zu setzten.

Fiir die Interpolation der Energiefreisetzungsrate wird die Hermiteinterpolation verwen-
det. Da einige Ansatzfunktionen teilweise negative Werte haben, kann nicht ausgeschlossen
werden, dass die Energiefreisetzungsrate negativ wird.

Abbildung 3.44 zeigt die Vorhersage der Hauptnormalspannung o} (3.44a) und der Ener-
giefreisetzungsrate G’ (3.44b) anhand eines Beispiels aus dem zufélligen Versuchsplan.

Die Verifizierungs-Simulation #30 wird mit einer Belastung e, = 0.342, £, = 0.853, Yy =
-0.0276, ey = —0.471, gy = =0.757, k!, = =0.587 1/mm, k! =0.0888 1/mm beaufschlagt. Die
Kriimmungen betragen ¢/, = 0.521 1/mm und ¢, = 0.530 1/mm. Die maximale Rissbreite
ist &/ =0.239 mm.

max
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Abbildung 3.44: Verifizierungs-Simulation #30

3.4 Schnittstelle vom Rissmodell zum lokalen Modell

Mit dem FE-Modell oder mit dem statistischen Modell werden die Energiefreisetzungsrate
G’(a’) und die grofste Hauptnormalspannung o} (a’) im Rissmodell berechnet. Die Ergebnisse
miissen nun wieder in das lokale Modell iibertragen werden. Wie in Kapitel 3.2 werden dafiir
zuerst dimensionslose Kennzahlen definiert. Die dimensionslose Hauptnormalspannung

! !
L0 o

_a__ 3.82
9175 T 1000 MPa (3.82)

dividiert die Hauptnormalspannung of durch den E-Modul E’. Die dimensionslose Energie-
freisetzungsrate

G’ G’
CEah,, 200 mJ/m’

bezieht die Energiefreisetzungsrate auf das Produkt des E-Moduls £’ und der maximalen
Rissldnge a! Der E-Modul im Rissmodell £’ und die maximale Risslange im Rissmodell

mazx-*

al ... sind in Tabelle 3.2 aufgelistet.

max

GX—

(3.83)

Abbildung 3.45 zeigt die dimensionslosen Verldaufe der Hauptnormalspannung und der
Energiefreisetzungsrate bei verschieden stark gekriimmten Risszellen.

Aus den dimensionslosen Kennzahlen kénnen mit dem Ahnlichkeitsprinzip die Werte
fiir das lokale Modell ermittelt werden. Mit dem E-Modul des Materials E ergibt sich die
Hauptnormalspannung im lokalen Modell

op=0;-F (3.84)

aus der dimensionslosen Hauptnormalspannung o;. Die Energiefreisetzungsrate im lokalen
Modell
G=G"E-ana (3.85)
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skaliert die dimensionslose Energiefreisetzungsrate mit dem E-Modul £ und der maximalen
Risslange a4z

Abbildung 3.46 zeigt, dass fiir zwei Risszellen die Hauptnormalspannung o} im Rissmodell
ermittelt wird. Die Risszelle 1 ist im Rissmodell starker gekriimmt und es tritt eine héhere
Kerbwirkung auf als bei der Risszelle 2. Dafiir wirkt sich die Kerbwirkung bei der Risszelle
2 starker in der Berechnung der Lastparameter aus. Die Risszelle 2 wird also mit einer
héheren Dehnung beaufschlagt. Wenn die Spannungsverldufe vom Rissmodell in das lokale
Modell iibertragen werden, iiberdecken sie sich idealerweise.

Das kombinierte Kriterium sagt die Rissinitiierung vorher. Dafiir benotigt das kombi-
nierte Kriterium neben dem Verlauf der Hauptnormalspannung o1(a) und dem Verlauf der
Energiefreisetzungsrate G/(a) auch die kritische Hauptnormalspannung oy g+ und die kriti-
sche Energiefreisetzungsrate Gyg,;;. Wie in den vorherigen Kapiteln erwdahnt ist es bei der
Auslegung sinnvoll, Sicherheitsfaktoren anzuwenden. Statt der kritischen Hauptnormalspan-
nung wird eine korrigierte kritische Hauptnormalspannung

O1krit _ OLkrit
g
S BC.0.05 1.25

(3.86)

O1,krit,korrigiert =

und statt der kritischen Energiefreisetzungsrate wird eine korrigierte kritische Energiefrei-
setzungsrate
aQ _ Gkrit _ Gkrit
krit,korrigiert — Ie] =
Sar  SBcoos  ONet-  1.05-1.35-1.04

max

(3.87)

verwendet. Das statistische Modell bietet zudem die Moglichkeit, statt des Erwartungswertes
der Energiefreisetzungsrate und der Hauptnormalspannung eine obere Grenze zu verwenden,
um auch den Vorhersage-Fehler zu beriicksichtigen. Dabei ist mit einer Irrtumswahrschein-
lichkeit a die Energiefreisetzungsrate bzw. die Hauptnormalspannung kleiner als die vorher-
gesagte obere Grenze.

Das kombinierte Kriterium ist im Kapitel 2.3 beschrieben. Das kombinierte Kriterium
gibt einen kritischen Lastfaktor Ag,.;; und eine Rissinitiierungslédnge a;,;; an, bei der der Riss
laut dem Kriterium initiiert. Der kritische Lastfaktor \.,.;; ist der niedrigste Faktor, mit
dem die aktuelle Last skaliert werden muss, um eine Rissinitiierung vorherzusagen. Wenn
die Rissinitiierungsléange a;,;; grofer als die maximale Risslange a,,,, ist, kann die Rissiniti-
ierung nicht mehr vorhergesagt werden, aber es kann eine untere Grenze fiir den kritischen
Lastfaktor

Merit 2 Ao (Qmaz ) = Tlkritkorrigiert .4 01 min(a) =min{oi(z) | 0<z <a} (3.88)
Jl,min(amax)

angegeben werden. Das kombinierte Kriterium verwendet den bisher niedrigsten Wert der
Hauptnormalspannung bis zur Tiefe a. Dadurch ist die Hauptnormalspannung im kombi-
nierten Kriterium oy ,,;,(a) monoton fallend. Bei allen Rissinitiierungsléngen a;y;;, die gro-
Ker als die maximale Risslange a,,4, sind, ist die bisher niedrigste Hauptnormalspannung
01,min(@ini) maximal so gro wie o1 min (@mas). Dadurch kann der kritische Lastfaktor Mg
nicht kleiner sein als die angegebene untere Grenze.

Das kombinierte Kriterium hat drei mogliche Aussagen:

1. FEine Rissinitiierung wird ausgeschlossen, weil die Hauptnormalspannung negativ ist
und das Spannungskriterium nie erfillt ist.
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2. Die Rissinitiierung wird bei der Rissinitiierungsléinge a;ni; < Gmqe und dem kritischen
Lastfaktor Ag,.;; vorhergesagt.

3. Eine Rissinitiierung kann weder ausgeschlossen noch bestétigt werden, aber wenn ein
Riss initiiert, dann muss er langer sein als die maximale Risslange a;,i; > Gmae und der
kritische Lastfaktor darf nicht kleiner als der Spannungslastfaktor bei der maximalen
Risslange sein (Akrit > Ao (Gmaz))-

Der Benutzer kann im lokalen Modell mehrere verschiedene maximale Risslangen gy
verwenden, um fiir méglichst jede Stelle an der Pore die Rissinitiierung entweder ausschlieften
oder den kritischen Lastfaktor Ag,.;; vorhersagen zu kénnen. Das kombinierte Kriterium trifft
fiir jede eingegebene maximale Risslange eine der drei Aussagen. Aus den vielen Aussagen
fiir die verschiedenen maximalen Rissldngen muss eine einzige Aussage abgeleitet werden.
Dazu werden die folgenden Regeln in der angegebenen Reihenfolge angewandt.

1. Gib den kleinsten und kritischsten Lastfaktor Ag,.;; zuriick, bei dem eine Rissinitiierung
vorhergesagt wird (Aussage 2).

2. Wenn bei keiner maximale Rissldnge die Aussage 2 getroffen wird, aber bei mindestens
einer maximalen Rissliange die Aussage 1 (keine Rissinitiierung), dann ist die finale
Aussage, dass keine Rissinitiierung méoglich ist.

3. Wenn bei den verschiedenen maximalen Risslangen weder eine Rissinitiierung ausge-
schlossen (Aussage 1) noch bestétigt (Aussage 2) wird, wird die grofste untere Grenze
Nerit > MAX{ Ay (@mazi) } fiir den kritischen Lastfaktor zuriickgegeben.

Dieser Vorgang wird fiir jede Stelle auf der Porenoberfliche wiederholt. Mit dem kleinsten
nicht negativen Lastfaktor A\j,.;; wird der Versagensindex

1

FI =
/\k’rit

(3.89)

berechnet. Fiir eine Pore in einem Bauteil unter Last bedeutet ein Versagensindex kleiner
Eins, dass an dieser Position bei der verwendeten Belastung keine Rissinitiierung vorherge-
sagt wird. Bei einem Versagensindex gleich Eins initiiert an dieser Position laut dem Krite-
rium ein Riss. Wenn der Versagensindex grofser Eins ist, ist laut dem Kriterium an dieser
Position schon bei einer geringeren Last ein Riss initiiert. Unter der Annahme von linearen
Deformationen und Materialverhalten initiiert beispielsweise bei einem Versagensindex von
FI =10 schon bei 1/10 der aufgebrachten Last ein Riss.
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Abbildung 3.45: Dimensionslose Hauptnormalspannung o; und Energiefreisetzungsrate
G* iber die dimensionslose Tiefe a* bei verschiedenen dimensionslosen Kriimmungen cf,,.
Die Proben werden mit einer Dehnung e, = 1 beaufschlagt. Alle anderen Dehnungen, Sche-
rungen, Biegungen und Kriimmungen werden Null gesetzt.

lokales Modell Rissmodell
Risszelle 1

O_I
Risszelle 1 =
< Ahnlichkeit
Pore - -
Ri lle 2 - '
isszelle (\%) , Risszelle 2
o

.

Abbildung 3.46: Ubertragung des Spannungsverlaufes vom Rissmodell in das lokale Modell.
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Kapitel 4

Ergebnisse

Anhand von zwei Porenformen und uniaxialer globaler Belastung wird das entwickelte Pro-
gramm , Boris“ angewandt und die Ergebnisse werden dargestellt. Die erste Porenform ist
eine computergenerierte ellipsoide Pore, fiir die der Versagensindex einmal mit ,Boris* und
einmal mit Submodellen berechnet wird. Die zweite Pore stammt aus einem realen CT-Bild
und wird in Kapitel 4.2 ausgewertet.

4.1 Ellipsoid

Das lokale Modell enthélt eine elliptische Pore. Das lokale Modell wird mit dem Dehnungs-
tensor
Exx Vxy Vxz 1
Txy Eyy Tyz|= 0
Vxz  Vyz Ezz 0 0 O

00
00 (4.1)
belastet. Die Geometrie der Pore ist vorgegeben und muss nicht aus einem CT-Bild extra-
hiert werden. Um ,Boris* auf die vorgesehene Weise verwenden zu konnen, wird dennoch
ein CT-Bild computergeneriert. Abbildung 4.1 stellt die Porenoberfliche dar, die aus dem

computergenerierten CT-Bild extrahiert wird. Die Belastung aus Gleichung 4.1 fiihrt zur
farblich dargestellten Verschiebungen in x-Richtung an der Porenoberfléche.

on
=}
=
{3
Q
o=
=
Q
(72}
b.
=
o

Abbildung 4.1: Verschiebungen in x-Richtung an der Porenoberflédche bei einer aufgebrach-
ten Dehnung von €, = 1. Die Porenoberflache wird mit dem ,Marching Cubes*“-Algorithmus
aus einem computergenerierten CT-Bild der Pore extrahiert.
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Das lokale Modell ist eine quaderférmige Zelle, in deren Mitte die Pore liegt. Tabelle 4.1
listet die Abmessungen der Pore sowie der Zelle auf.

Tabelle 4.1: Abmessungen der Pore und der Zelle

Dimension Pore Zelle
X | lxpore =6 mm Iy zele = 15 mm
y ly,Pore =4 mm ly,Zelle =10 mm
Z lz,Pore =2 mm lZ,Zelle =5 mm

Wie aus Tabelle 4.2 ersichtlich werden die kritische Hauptnormalspannung oy,.;;, die kri-
tische Energiefreisetzungsrate Gy,;; sowie der E-Modul F so gewéhlt, dass an jeder Stelle der
Porenoberfliche das kombinierte Kriterium erfiillt ist. Die Querkontraktionszahl v = 0.35 ist
fix vorgegeben und kann nicht verdndert werden. Die gewéhlten Materialparameter stammen
nicht von einem realen Material.

Tabelle 4.2: Materialparameter

E-Modul | £ =1000 MPa
kritische Hauptnormalspannung | o kit = 250 MPa

kritische Energiefreisetzungsrate | Gy = 1 mJ/ mm?

Aufserdem werden die in Tabelle 4.3 aufgelisteten Parameter fiir die Auswertung ver-
wendet. Das Ziel der Auswertung ist ein moglichst erwartungstreues Ergebnis, weshalb die
Irrtumswahrscheinlichkeit auf o = 0.5 gesetzt wird, sodass der erwartete Mittelwert fiir die
Hauptnormalspannung und die Energiefreisetzungsrate berechnet wird. Die Sicherheitsfak-
toren werden aus demselben Grund auf Eins festgelegt.

Tabelle 4.3: Auswerteparameter fiir ,Boris*

Auflésung des CT-Bildes | 300 x 200 x 100 px
Elementanzahl im Voxelnetz | 77 x 52 x 26 Elemente
Auswahlradius | p =2 mm
maximale Rissldnge | amaz; € {0.1, 0.2} mm
erwartete Irrtumswahrscheinlichkeit | o = 0.5
Sicherheitsfaktoren | S7 = S¢ =1

Bei einer aufgebrachten Dehnung von e, = 1 und einer Porenlénge von [, = 6 mm wiirde
eine Verschiebung von etwa 3 mm auf beiden Seiten der Pore erwartet werden. Tatséachlich ist
die Verschiebung in Abbildung 4.1 mit gemittelten 4.35 mm erheblich gréffer und entspricht
einer Dehnung von 4.35/3 = 1.42. Die 15 mm lange Zelle wird auf beiden Seiten um 7.5 mm
verschoben. Die 3 mm lange Porenhélfte iibernimmt von der Verschiebung um 7.5 mm bereits
4.35 mm, sodass das steifere Material auf der verbleibenden Lénge von 4.5 mm nur um ca.
3.15 mm verschoben wird, was einer Dehnung des Materials von 3.15/4.5 = 0.7 entspricht.
Das liegt daran, dass sich die Pore starker verformt als das Material um sie herum.

Fiir die Rechnung mit den Submodellen wird in gmsh das lokale Modell mit der exak-
te Porengeometrie durch quadratische Tetraeder vernetzt. Anschlieffend wird das Modell in
Abaqus simuliert. Die Porenoberfliche dieses Tetraeder-Netzes ist in Abbildung 4.2a dar-
gestellt. An verschiedenen Stellen auf der Porenoberfliche werden Risszellen definiert und
als FEM-Submodelle gerechnet. Analog zu den Rissmodellen in Kapitel 3.3 wird mit einer
Simulation ohne eingebrachten Riss der Verlauf der Hauptnormalspannung ausgewertet. An-
schlieffend werden in die Submodelle verschieden lange Risse eingebracht und simuliert, um
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den Verlauf der Energiefreisetzungsrate zu bestimmen. Im Gegensatz zu den Rissmodellen
ist jedoch zum einen die Porenoberfliche beim Submodell nicht approximiert, sondern ex-
akt mit der Porengeometrie verschnitten und zum anderen verwendet das Submodell auch
nicht Lastparameter oder gemischte Randbedingungen fiir die Lastaufbringung. Stattdessen
mappt das FE-Programm Abaqus das Verschiebungsfeld des lokalen Modells auf die Seiten-
wande des Submodells. Die Lastaufbringung beim Submodell ist dadurch genauer als beim
Rissmodell.

In Abbildung 4.2a wird an den Mittelpunktpositionen jedes dargestellten Dreiecks ein
Submodell erstellt. Jedes Submodell besteht wiederum aus einer FE-Simulation zur Bestim-
mung des Hauptnormalspannungs-Verlaufs und weiteren sechs FE-Simulationen mit einge-
brachten Risspartitionen zur Bestimmung des Energiefreisetzungsraten-Verlaufs. Aus diesen
Verlaufen wird mit dem kombinierten Kriterium der Versagensindex F'I berechnet. Das Sei-
tenlangenverhéltnis der Risse wird auf b/a = 1 festgelegt. Die Rechendauer fiir alle 473
Submodelle mit je sieben FE-Simulationen betrédgt ungefihr einen Tag. Der gréfste und kri-
tischste Versagensindex betrigt '] = 8.4.

Im Gegensatz zu der Auswertung mit den Submodellen verwendet ,Boris“ das compu-
tergenerierte CT-Bild der Pore. Daraus extrahiert ,Boris*“ die Pore in Abbildung 4.2b und
simuliert das Verschiebungsfeld mit einem Voxel-Netz. Die Vorhersage bendtigt ungefahr
zwei Stunden. Der grofste und kritischste Versagensindex betragt F'I = 9.64 und ist damit
um 15% hoher als der Versagensindex F'I = 8.4 der genaueren Rechnung mit Submodellen.
Die Abweichung von 15% konnte darauf zuriickzufithren sein, dass das Submodell nicht so
fein aufgelost wird. Grundsétzlich stimmt der Verlauf des Versagensindex iiberein.

Versagensindex
10

(a) Submodell: FI = 8.4 (b) ,Boris*: FI =9.64

Abbildung 4.2: Vergleich mit genaueren Submodellen: Die Submodelle (a) benotigen einen
Tag Rechenzeit. ,Boris* (b) liefert in zwei Stunden Ergebnisse, wobei der Versagensindex um
15% zu hoch und somit zu konservativ ist.

,Borig“ kann auch unterschiedliche Seitenlangenverhéltnisse der Rissflichen b/a betrach-
ten. Dabei stellt sich heraus, dass ein Seitenldngenverhéltnis von b/a = 1.5 kritischer ist.
Der Versagensindex beim einem Seitenldngenverhéltnis von b/a = 1.5 wird von ,Boris* mit
FI=9.9 vorhergesagt.

,Boris* setzt das in Abbildung 4.2b dargestellte Ergebnis aus zwei Berechnungen mit
unterschiedlichen maximalen Rissldngen a;,.,; zusammen. Die Strategie beim Kombinieren
der Ergebnisse ist am Ende des Kapitels 3.4 beschrieben.

Das Produkt von maximaler Risslange und Kriimmung @.,,qz © Cou D2ZW. Gz © Gy MUSS
zwischen -0.2 und 0.2 liegen. Aufserhalb dieses Bereichs miisste extrapoliert werden. Um diese
Extrapolation zu vermeiden, werden keine Ergebnisse fiir Oberflichenelemente angezeigt, bei

85



denen eine dimensionslose Kriitmmung ¢* = ¢ - a,,., aukerhalb des Bereichs von -0.2 bis 0.2
liegt.

Wie aus Abbildung 4.3 ersichtlich ist die kleinste Kriimmung —1.88 mm. Bei der maxi-
malen Rissldngen a4, = 0.2 mm ist die Bedingung —0.2 <tz * Cyu = 0.2 mm - —=1.88/mm =
—-0.376 < 0.2 nicht erfiillt und in Abbildung 4.4a werden einige Ergebnisse bei zu starken
Kriimmungen nicht angezeigt. Bei einer kleineren maximalen Rissléngen a,,,, = 0.1 mm ist
die Bedingung —0.2 < @42 - Cau = 0.1 mm-—-1.88 = =0.188 < 0.2 auch bei der starksten Kriim-
mung erfiillt und alle Ergebnisse werden berechnet. Da alle Kriimmungen negativ sind, wirkt
in diesem Fall nur die kleinste Hauptkriimmung c¢,, in Abbildung 4.3a einschrinkend. Die
grokte Hauptkriimmungen ¢, in Abbildung 4.3b kénnte eine Einschrinkung sein, wenn eine
Pore positive Kriimmungen hat, sodass die Bedingung a,,4. - ¢vv < 0.2 verletzt wird.

o
o
e

o
=
9,

Krimmun ¢,y in 1/mm
Kriimmun cyy in 1/mm

S
S
oo

(a) cyy in 1/mm (b) ¢yy in 1/mm

Abbildung 4.3: Kriimmungen der Porenoberfliche. Die Hauptkriimmung c,, ist immer
kleiner als die Hauptkriimmung c,,. Der Betrag der Hauptkrimmung c,, ist jedoch gréfser,
als der Betrag der Hauptkriimmung c,., weshalb entlang der u-Richtung die Risszellen starker
gekriimmt sind.

Die Kriimmung wird nur einmal fiir die Pore berechnet und kann dann einfach mit der
maximalen Risslange skaliert werden. Die Lastparameter miissen hingegen fiir jede maximale
Rissldnge neu ermittelt werden. Dazu werden Risszellen erstellt, die von der Porenoberflache
in das Material hinein ragen und auf deren Seitenwinde die Verschiebungen vom lokalen
Modell gemappt werden. Die Zellen sind fiinfmal so lang wie die maximale Rissldnge. Wenn
die maximale Rissldnge kleiner wird, dann werden auch die Zellen kleiner und berticksich-
tigen damit die Verschiebungen von immer weniger Voxel-Elementen. In Abbildung 4.4b
sind die Zellen so klein, dass sie durchschnittlich nur zwei Voxel-Elemente beriicksichtigen
und dadurch die Lastparameter nur ungenau berechnen. Das fithrt an der Porenoberseite
in Abbildung 4.4b zu einem hellen Fleck, der bei der groferen maximalen Risslange von
maz = 0.2 mm nicht vorhanden ist.

In Abbildung 4.4a ist also die maximale Risslinge zu grofs, sodass bei starken Kriim-
mungen keine Ergebnisse berechnet werden. In Abbildung 4.4b ist die maximale Risslénge
so klein, dass an einigen Stellen die Berechnung der Lastparameter ungenau wird und ein
feineres Voxel-Netz notig wiare. Wenn die beiden Ergebnisse allerdings kombiniert werden
(siche Abbildung 4.2b), heben sich die Effekte gegenseitig auf und ein plausibles Ergebnis
wird erreicht.
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Versagensindex Heller Fleck

10
K

(a) amaz =0.2 mm (b) amaz =0.1 mm

Abbildung 4.4: Versagensindex fiir verschiedene maximale Risslangen: Mit einer maxima-
len Rissldnge von a,,q,; = 0.2 mm wird bei betragsméafig grofsen Kriimmungen der Poreno-
berfliche kein Versagensindex vorhergesagt.

4.2 Pore aus einem realen CT-Bild

,Boris“ kann auch eine reale Pore, wie sie in Abbildung 4.5 dargestellt ist, vorhersagen. Der
Python-Code, mit dem die Ergebnisse berechnet werden, kann in Anhang A nachgeschlagen
werden.

(a) Versagensindex F'I (b) Seitenldangenverhéltnis b/a (c) Rissinitiierungslénge a;nt

Abbildung 4.5: Mit der Dehnung e, = 1 beaufschlagte Pore aus einem realen CT-Bild.

Das lokale Modell wird mit derselben Belastung aus Gleichung 4.1 beaufschlagt wie das
lokale Modell im Kapitel zuvor. Auch die Materialparameter sind die gleichen und kénnen
aus Tabelle 4.2 entnommen werden. Tabelle 4.4 listet die Abmessungen der Pore sowie der
Zelle auf.

Tabelle 4.4: Abmessungen der Pore und der Zelle
Dimension Pore Zelle
X lx,Pore =72 mm lx,Zelle =100 mm
y ly,Pore =47 mm ly,Zelle =120 mm
Z | lypore =54 mm [, zene = 60 mm
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In Tabelle 4.5 sind fiir die Auswertung benotigte Parameter aufgelistet. Die Kantenlénge
der Voxel-Elemente betragt 1 mm. Die Ergebnisse setzen sich aus der Vorhersage von drei
verschiedenen maximalen Risslangen ay,q,,; zusammen. Bei der kleinsten maximalen Risslén-
ge werden die Lastparameter im Schnitt nur anhand eines Voxel-Elementes bestimmt. Bei
der grokten maximalen Risslange konnen nicht alle Ergebnisse berechnet werden. Durch die

Kombination der Vorhersagen ergibt sich trotzdem ein plausibles Bild fiir den Versagensindex
in Abbildung 4.5a.

Tabelle 4.5: Auswerteparameter fiir , Boris®“

Auflésung des CT-Bildes | 100 x 120 x 60 px
Elementanzahl im Voxelnetz | 50 x 60 x 30 Elemente
Auswahlradius | p = 10 mm
maximale Rissldnge | aqeq; € {0.5, 1, 2} mm
erwartete Irrtumswahrscheinlichkeit | o= 0.5 (50%)
Sicherheitsfaktoren | S7 = S¢ =1

Mit dem maximalen Versagensindex F'I = 23 kann die Last exx init = €xx/F' 1 = 1/23 = 0.043
berechnet werden, bei der der Riss laut dem Kriterium initiiert. Unter der Annahme eines
linear elastischen Materialverhaltens und linearer Geometrie initiiert also bereits bei der
Dehnung eyy init = 4.3% ein Riss.

In Abbildung 4.5b ist das kritischste Seitenldngenverhéltnis dargestellt. Es werden nur
drei Einstellungen b/a € {0.5, 1.0, 1.5} vorhergesagt. Bei konvexen Kriimmungen sind die
Risse eher breiter (b/a = 1.5), wiahrend bei konkaven Kriimmungen eher schmale (b/a = 0.5)
dafiir aber lange Risse initiieren.

Die Rissinitiierungslénge a;,; ist in Abbildung 4.5¢ ersichtlich. Die numerische Umsetzung
des kombinierten Kriteriums teilt die Rissinitiierungsléngen in 100 Teilstiicke, weswegen kein
weicher kontinuierlicher Farbverlauf entsteht. Die Materialparameter sind so gewéhlt, dass
fast tiberall Risse initiieren, die allerdings im Vergleich zu einer maximalen Risslénge von
Umaz = 2 mm sehr kurz sind und sich nur in einem Bruchteil der 100 Teilstiicke fiir die
Rissinitiierungslangen bewegen. Es besteht die Moglichkeit, anstatt 100 beispielsweise 1000
Teilstiicke zu verwenden und so einen weicheren Farbverlauf zu erzeugen. Allerdings erhoht
sich dadurch die Rechenzeit.
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Kapitel 5

Diskussion

Diese Arbeit zeigt, dass es moglich ist, mit dem kombinierten Kriterium die Rissinitiierung
an Porenoberflachen effizient vorherzusagen. Fiir die Uberpriifung der Ergebnisse wéren reale
Experimente notwendig, die allerdings nicht Teil dieser Arbeit sind.

5.1 Einschrankungen der Methoden

Es gelten dhnliche Einschrankungen wie bei dem K-Konzept aus der linear elastischen Bruch-
mechanik. Die Simulationen werden mit linearisierter Geometrie, linear elastischen Material-
verhalten und ohne Simulation von Kontakt zwischen den Rissflichen durchgefiihrt. Giiltige
Vorhersagen sind dementsprechend nur moglich, wenn das Material spréde ist und nur eine
geringe plastische Verformung zeigt. Auferdem muss das Material homogen und isotrop sein,
also an jeder Position und in jede Richtung gleiche Eigenschaften aufweisen.

Der Kontakt zwischen Rissflichen wird nicht simuliert. Wenn sich in einer Simulation
die Rissflachen iiberlappen, dann ist die grofte Hauptnormalspannung, die senkrecht auf
die Rissflachen steht, kleiner oder gleich Null. Bei Kontakt zwischen den Rissflichen findet
also keine Mode I Rissoffnung statt. In dieser Arbeit wird vorrausgesetzt, dass die Risse
ausschlieflich zufolge einer Mode I Belastung initiieren. Wenn also Kontakt auftritt, kann
anhand der grofsten Hauptnormalspannung ausgeschlossen werden, dass ein Riss initiiert
und somit kann auf die Kontaktsimulation verzichtet werden. In der Regel ist die Mode I
Belastung auch tatsédchlich am kritischsten.

Die Ergebnisse der Risszelle weichen deutlich voneinander ab, wenn statt gemischten
Randbedingungen die genaueren periodischen Randbedingungen verwendet werden. Aufer-
dem stellt sich die Frage, ob sieben Lastparameter, die die Belastung iiber die Randbedin-
gungen auf die Risszelle aufbringen, gentigen oder ob auch andere Strukturverformungen der
Zelle einen Einfluss auf die Rissinitiierung haben. Zukiinftige Arbeiten sollten sich also inten-
siver mit den Randbedingungen beschéftigen und eventuell versuchen die in Abbildung 3.25d
dargestellte Methode mit der Ausgleichsgerade zu implementieren.

Wihrend die Abmessungen des lokalen Modells und der E-Modul des Materials keine
Einschrankungen fiir die Vorhersage darstellen, ist die Querkontraktionszahl auf v = 0.35
fixiert. Ein Material mit einer anderen Querkontraktionszahl kann nicht vorhergesagt werden.
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Die Methode konnte auf eine variable Querkontraktionszahl erweitert werden, was aber nicht
wichtig erschien.

Schlussendlich ist auch das kombinierte Kriterium fiir die Rissinitiierung noch jung und
es fehlen Experimente, um zu beurteilen fiir welche Materialien, unter welchen Lasten und
fiir welche Geometrien die Rissinitiierung vorhergesagt werden kann.

5.2 Konfiguration durch den Benutzer

Eine Voraussetzung fiir valide und reproduzierbare Ergebnisse ist zum einen, dass die Po-
rengeometrie im CT-Bild gut abgebildet ist und zum anderen, dass der Benutzer fiir die
Netzfeinheit des lokalen Modells, fiir die maximale Rissldnge und fiir den Auswahlradius
bei der Kriimmungs-Berechnung selbst sinnvolle Werte vorgibt. Da das lokale Modell das
Verschiebungsfeld mit einem Voxel-Netz simuliert, ist es beispielsweise die Aufgabe des Be-
nutzers eine Netz-Studie fiir das Voxel-Netz durchzufiihren und eine sinnvolle Netzfeinheit
einzustellen.

Die Kriimmungen der Porenoberfliche werden in einem bestimmten Auswahlradien p
gefittet. Der Benutzer sollte den Radius ungefdahr fiinf bis zwanzig Mal grofer als die Kan-
tenlénge eines Pixels im CT-Bild wéhlen. Zu grofse Auswahlradien p erhéhen die Rechenzeit
drastisch und konnen die Krimmungen verfalschen. Bei zu kleinen Auswahlradien p kénnen
die Kriimmungen ebenfalls ungenau sein.

Aufserdem sollten mehrere verschiedene maximale Rissldngen vorhergesagt und kombi-
niert werden. Die maximalen Rissldngen sollten grofer als 1/5 der Kantenldnge eines Voxel-
Elementes sein, da ansonsten nur ein Voxel-Element fiir die Berechnung der Lastparameter
herangezogen wird. Wenn die maximale Risslinge zu grof gewéhlt wird, werden einige Er-
gebnisse nicht berechnet. Das ist aber weniger tragisch als eine zu kleine maximale Risslénge.

Soll die Methode zur Auslegung verwendet werden, empfiehlt sich wegen der Netzabhén-
gigkeit, dem Einfluss der Randbedingungen usw. ein Sicherheitsfaktor fiir die kritische Haupt-
normalspannung von S? ~ 1.25 und fiir die kritische Energiefreisetzungsrate von S¢ ~ 1.5.
In Kapitel 4 werden die Ergebnisse jedoch ohne Sicherheitsfaktoren berechnet, weil eine
moglichst erwartungstreue Vorhersage und nicht eine konservative Vorhersage das Ziel ist.

Die Sicherheit fiir das statistische Modell kann mit der Irrtumswahrscheinlichkeit o ein-
gestellt werden. Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von « = 0.5 werden in ungefahr 50% der
Félle die Hauptnormalspannungen oder die Energiefreisetzungsraten unterschétzt und in
den anderen 50% der Falle iiberschitzt. Die Ergebnisse sind dann erwartungstreu. Bei einer
Irrtumswahrscheinlichkeit von « = 0.05 sind die Hauptnormalspannungen oder die Energie-
freisetzungsraten nur noch in etwa 5% der Félle zu klein, dafiir sind die Ergebnisse etwas zu
konservativ und nicht mehr erwartungstreu. In Kapitel 4 werden die Ergebnisse mit einer
Irrtumswahrscheinlichkeit von o = 0.5 berechnet.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Rissinitiierung an Porenoberflichen mit dem kombinierten
Kriterium effizient vorherzusagen. Das kombinierte Kriterium ist eine Kombination aus dem
Spannungs-Kriterium, laut dem die Spannung bis zur Rissinitiierungslénge grofer als eine
kritische Spannung sein muss, und dem Energie-Kriterium, laut dem ein Riss nicht initiieren
kann, wenn die Energiefreisetzungsrate bei der Rissinitiierungslange kleiner als eine kritische
Energiefreisetzungsrate ist. Fiir das kombinierte Kriterium muss sowohl das Spannungs-
Kriterium als auch das das Energie-Kriterium erfiillt sein.

Fiir die Vorhersage der Rissinitiierung wird ein Mehr-Skalen-Modell verwendet, das aus
einem Bauteilmodell, einem lokalen Modell mit der Pore und einem Rissmodell mit ein-
gebrachtem Riss besteht. Das Bauteilmodell wird vom Benutzer erstellt und ermittelt den
Dehnungstensor in dem Bereich, wo die Pore im Material liegt.

Dieser Dehnungstensor wird mit periodischen Randbedingungen als Belastung auf das
lokale Modell aufgebracht. Aufserdem wird ein CT-Bild der Pore an das lokale Modell iiber-
geben. Der ,Marching Cubes*“-Algorithmus extrahiert die Porenoberfliche aus dem CT-Bild.
Die Kriimmungen werden an der extrahierten Porenoberfliche gefittet. Das Verschiebungs-
feld wird mit einem Voxel-Netz mit der Finite Elemente Methode simuliert, wobei Elemente,
die in der Pore liegen, eine geringere Steifigkeit haben als Elemente, die im Material lie-
gen. Die Dehnungen, Scherungen und Biegungen einer Risszelle werden mit dem simulierten
Verschiebungsfeld berechnet. Eine Risszelle ist ein quaderférmiger Ausschnitt, der von der
Porenoberflidche in das Material hinein reicht.

Die Dehnungen, Scherungen und Biegungen sowie die Kriimmungen werden an das Riss-
modell iibergeben, das den Verlauf der grofiten Hauptnormalspannung und der Energiefrei-
setzungsrate ermittelt. Die Verldufe konnen mit FEM-Simulationen berechnet werden, wobei
mit einer Simulation mit geschlossenen Riss der Verlauf der gréftten Hauptnormalspannung
ausgelesen wird und mit weiteren Simulationen, bei denen immer ldngere Risse getffnet
werden, der Verlauf der Energiefreisetzungsrate bestimmt wird.

Da FEM-Simulationen zu zeitaufwéndig sind, um sie fiir jede Position auf der Poreno-
berfliche anzuwenden, wird alternativ auch ein statistisches Modell fiir die Vorhersage des
Verlaufes der groften Hauptnormalspannung und der Energiefreisetzungsrate entwickelt. Das
statistische Modell basiert auf mehr als 16000 im Vorhinein durchgefiihrten Simulationsserien
mit je sieben FEM-Simulationen.
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Das kombinierte Kriterium berechnet unter Angabe der kritischen Hauptnormalspan-
nung und der kritischen Energiefreisetzungsrate aus dem Verlauf der grofiten Hauptnormal-
spannung und der Energiefreisetzungsrate einen Versagensindex. Wenn der Versagensindex
mindestens Eins ist, initiiert unter der aufgebrachten Last laut dem Kriterium ein Riss.
Ansonsten wird keine Rissinitiierung vorhergesagt.

Mit dem entwickelten Programm ,Boris“ werden zwei Beispiele berechnet. Beim ersten
wird der grofite Versagensindex fiir eine elliptische Pore mit Submodellen und mit dem ent-
wickelten Programm berechnet und verglichen. Der Versagensindex von ,,Boris* ist um 15%
grofer und damit konservativer als der mit Submodellen ermittelte Versagensindex. Die Er-
gebnisse der Submodelle sind genauer, rechnen dafiir aber statt 24 Stunden nur 2 Stunden.
Im zweiten Beispiel wird aus einem realen CT-Bild eine Pore extrahiert und der Versagens-
index vorhergesagt. Fiir die reale Pore ergibt sich eine Verteilung von Versagensindexwerten
an der Oberflache, die kritische Punkte aufzeigt.

,Boris* kann also die Rissinitiierung an Porenoberflichen effizient in Minuten oder in we-
nigen Stunden vorhersagen. Die Belastung der Pore und der E-Modul des Materials kénnen
beliebig skaliert werden. Im néchsten Schritt sollte die entwickelte Methode mit Experimen-
ten abgeglichen werden.
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Anhang A

Python-Code fiir eine Pore aus einem
realen CT-Bild

Mit dem folgenden Pyhton-Code werden die Ergebnisse in Kapitel 4.2 berechnet. Fiir die
Berechnung wird neben der Anaconda Individual Edition (Python 3.7, Conda 4.8.2) noch
das FE-Programm Abaqus (Version 2017) und gmsh (Version 4.4.1) verwendet.

Befehle, die mit analysis.view_... beginnen, stellen Ergebnisse in gmsh dar. Mit dem
Befehl gmsh. f1tk.run() wird das gmsh-Fenster getffnet. Befehle, die mit analysis.plot_...
beginnen, zeichnen die Ergebnisse in ein Fenster, das beim néchsten Aufruf von plt.plot()
gedffnet wird.

import gmsh
import matplotlib.pyplot as plt

; from src.api.analysis import Analysis

1

N
N

NN NN
® N o U ok~ W

NN

from src.api import plot_failure_check

# Einheiten

px = 1.
mm = 1.
MPa = 1.
if __name__ == '__main__'
dehnungstensor = {
'uxx': 1., 'uyy': 0., 'uzz': 0.,
'uxy': 0., 'uxz': 0., 'uyz': O.
}
e_modul = 1000 * MPa
kritische_energiefreisetzungsrate = 1 * MPa * mm
kritische_hauptnormalspannung = 250 * MPa
maximale_risslaengen = [0.5 * mm, 1. * mm, 2. * mm]
ergebnis_ordner = "Rechnungen/analysis/ct_bild"
pfad_zum_statistischen_modell = "Auswertung/model_assembly.dat"

pfad_zum_ct_bild = r"CT_Daten/ct_bild.raw"
ct_bild_ist_big_endian = False
ct_bild_pixel = [100 * px, 120 * px, 60 * px]

ct_bild_dimensionen = [100 * mm, 120 * mm, 60 * mm]
umgebungsradius_kruemmungen = 10 * mm
voxel_netz_elementanzahl = [50, 60, 30]
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31 # initialisiere den Ergebnis-0Ordner

32 analysis = Analysis(ergebnis_ordner)

33

34 # lade das statistische Modell fuer die Vorhersage

35 model = analysis.add_model('model', pfad_zum_statistischen_modell)

37 # erstelle eine Materialdefinition

38 material = analysis.add_material(

39 'material', e_modul, kritische_hauptnormalspannung,
40 kritische_energiefreisetzungsrate)

41

12 # erstelle einen Last-Fall

13 load_case_uxx = analysis.add_load_case('load_uxx', *+*dehnungstensor)
1

45 # lese das CT-Bild ein

46 ct_image = analysis.add_ct_image (

47 'image', pfad_zum_ct_bild, *ct_bild_pixel,

18 big_endian=ct_bild_ist_big_endian)

50 # lege die Abmessungen des CT-Bildes fest
51 config = analysis.add_ct_image_configuration(
52 'config', *ct_bild_dimensionen)

54 # berechne den Schwellwert und extrahiere die Porenoberflaeche

55 isosurface = analysis.add_isosurface('isosurface', ct_image, config)
56

57 # approximiere die Kruemmungen der Porenoberflaeche

58 fitted_planes = analysis.add_fitted_plane(

59 'fitted_planes', isosurface.name, umgebungsradius_kruemmungen)
60

61 # stelle die Kruemmungen in gmsh dar

62 analysis.view_fitted_planes(fitted_planes)

Wenn gmsh mit dem Befehl gmsh.fltk.run() geodffnet wird, kdnnen unter anderem die
Bilder in Abbildung A.1 dargestellt werden.

63 # ueberpruefe bei einem Element, ob die Kruemmungen richtig gefittet
64 # werden und aendere gegebenenfalls den Umgebungsradius
65 analysis.plot_fitted_planes(fitted_planes, el_id=2737)

Nach der obigen Zeile wird beim néchsten Aufruf von plt.plot () Abbildung A.1d dargestellt
und es kann iiberpriift werden, ob der Radius fiir die Regression der Kriimmungen richtig
eingestellt ist. Die roten Elemente befinden sich innerhalb des Radius um das Element #2737.

66 # erstelle ein Voxel-Netz und berechne mit FEM das Verschiebungsfeld

67 local_simulation = analysis.add_local_simulations(

68 'sim', isosurface, *voxel_netz_elementanzahl)

69

70 # stelle das Verschiebungsfeld in gmsh dar

71 analysis.view_displacements (local_simulation)

Gmsh stellt die auf die Porenoberfliche projizierten Verschiebungen wie in Abbildung A.2a
dar.

72 # erstelle einen Zeichenbereich fuer die Energiefreisetzungsrate
73 err_plot = plot_failure_check.PlotERR()

75 # erstelle einen Zeichenbereich fuer die Hauptnormalspannung
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c_first c_second

= -0.366 0.101 -0.305 -0.0772 0.151

E— B ——
(a) Die erste Hauptkriimmung c_first wir (b) Die zweite Hauptkriimmung c_second wir
auch ¢y, genannt. auch cyy genannt.

mean_resid
0.00775 0.502 0.997
e R —— (d) analysis.plot_fitted_planes(...):
(c) Durchschnittliche Residuen bei der Regres- Ausschnitt der Pore mit eingezeichneter
sion fiir die Krimmungen. Regression fiir die Kriimmungen.

Abbildung A.1: Der Befehl analysis.view_fitted_planes(...) stellt die Kriimmungen
an der Porenoberfliche oder die durchschnittlichen Residuen der Regression dar, mit der die
Kriimmungen berechnet werden. Der Befehl analysis.plot_fitted_planes(...) stellt fiir
ein Element die Berechnung der Kriimmungen dar.
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76 sl_plot = plot_failure_check.PlotS1()

78 # fuer jede maximale Risslaenge wird das Versagenskriterium
79 # ueberprueft

80 failure_checks = list ()

81 for max_crack_length in maximale_risslaengen:

82

83 # interpoliere das Verschiebungsfeld auf die Flaechen der
84 # Risszellen

85 propagated = analysis.add_propagation_to_crack_cell(

86 f'propagated_{max_crack_lengthl}', local_simulation,
87 fitted_planes, max_crack_length)

88

89 # approximiere das Verschiebungsfeld durch die sieben
90 # Last -Parametern

91 rp_displs = analysis.add_crack_cell_rp_displacement (

92 [load_case_uxx], propagated)

93
94 # stelle die sieben Last-Parameter in gmsh dar
95 analysis.view_rp_displacements (rp_displs.iloc[0])

Wenn gmsh gedffnet wird, kann nun die Abbildung A.2b angezeigt werden.

nodal_displacement - step 3 in [0,5] euu
0.465 415 82.6 -0.586 1.67 3.92
I E— EEE——— B ]
(a) analysis.view_displacements(...): (b) analysis.view_rp_displacements(...):
Vektordarstellung der Verschiebungen fiir den Der gefittete Lastparameter euu steht fiir die
Lastfall 3 (g,, = 1). Dehnung e,y.

Abbildung A.2: Vom Voxel-Netz auf die Porenoberfliche projizierte Verschiebungen im
linken Bild und ein gefitteter Lastparameter ., im rechten Bild.

96 # ueberpruefe anhand eines Elements,
97 # ob das Verschiebungsfeld richtig gefittet wird.
98 analysis.plot_crack_cell_rp_displacement (rp_displs.iloc[0])

Nach der obigen Zeile wird beim néchsten Aufruf von plt.plot() Abbildung A.3a oder
Abbildung A.3b gedffnet. Der Befehl analysis.plot_crack_cell_rp_displacement(...)
stellt standardmaéfsig die deformierte Zelle mit den grofsten Abweichungen dar, bei der die
Lastparameter also am ungenauesten berechnet werden. Anhand dieser Zelle ist in Abbil-
dung A.3a erkennbar, dass die verwendete maximale Rissldnge a4, = 0.5 mm zu klein ge-
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110

111

112

wahlt ist. Die roten Residuen sind zum Einen ndmlich sehr grofs und zum anderen hat die
Zelle eine unerwartet hohe Dehnung e,, = 6.2. So eine hohe Dehnung normal auf die Po-
renoberfliche kann vorkommen, wenn die Zelle die Verschiebungen eines Voxel-Elementes,
das die geringe Steifigkeit der Pore hat, approximiert. Bei der grofsten maximalen Risslangen
Gmaz = 2 mm in Abbildung A.3b hat das Voxel-Element, das die geringe Steifigkeit der Pore
hat, einen geringeren Einfluss und die Dehnung normal auf die Porenoberfliche sinkt auf
€an = 2.8. Die Dehnung ¢,, hat keinen Einfluss auf die weitere Berechnung, weil sie sehr
fehleranféllig ist und nicht als Lastparameter fiir die gemischten Randbedingungen definiert
werden kann.

10 z //zi

(a) analysis.\ (b) analysis.\
plot_crack_cell_rp_displacement(...): plot_crack_cell_rp_displacement(...):
Stellt bei amqr = 0.5 mm die gefittete Zelle Stellt bei amqr = 2 mm die gefittete Zelle blau
blau und die Residuen rot dar. und die Residuen rot dar.

Abbildung A.3: Approximation der Verschiebungen durch Lastparameter. Fiir ein Ele-
ment ist die deformierte Zelle bei zwei verschiedenen maximalen Risslangen a,,q, = 0.5 mm
dargestellt.

# sage die Ergbnisse fuer jeden Last-Fall vorher
for (load_name, prop_name), rp_displ in rp_displs.iterrows():

# sage die Energiefreisetzungsrate, den Spannungstensor

# und die Hauptnormalspannung vorher

prediction = analysis.add_prediction/(
f'prediction_{max_crack_length}_{load_namel}',
rp_displ, model)

# stelle die Vorhersageergebnisse in gmsh dar.
analysis.view_prediction(prediction)

Wenn gmsh geoffnet wird, kann unter anderem die grofste Hauptnormalspannung an der
Porenoberflache wie in Abbildung A.4a oder die Energiefreisetzungsrate bei der maximalen
Risslange wie in Abbildung A.4b angezeigt werden.

# skaliere die Vorhersagen und wende das Versagenskriterium an

failure_check = analysis.add_failure_check(
f'failure_{max_crack_length}_{load_namel}',
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113

114

115

116

119

120

127

s1 - step 0in [0,5]

err crack aspect 1.0 - step 5 in [0,5]

R ——— — -0.43 1.83e+003 3.66e+003
L - T

(a) Grofte Hauptnormalspannung o7 an der (b) Energiefreisetzungsrate bei der maximalen

Porenoberfliche Risslange

Abbildung A.4: analysis.view_prediction(...) stellt die Vorhersageergebnisse wie et-
wa den Spannungstensor oder die Energiefreisetzungsrate dar.

material , prediction)

# speichere den Link zum Ergebnis des Versagenskriteriums,
# um die Ergebnisse spaeter zu kombinieren.
failure_checks.append(failure_check)

# stelle das Ergebnis des Versagenskriteriums in gmsh dar
analysis.view_failure_check(failure_check)

Gmsh stellt fiir die verschiedenen maximalen Rissléngen die vorhergesagten Versagensindizes

dar.

# zeichne das Ergebnis in die Zeichenbereiche
analysis.plot_failure_check(
failure_check, el_id=2737,
plot=[err_plot, sl_plot])

Mit dem Befehl plt.plot() konnen die Abbildungen A.6 geoffnet werden. Wie aus Ab-
bildung A.6a ersichtlich ist die Spannung bei der kleinsten maximalen Risslédnge (blau) zu
niedrig, weil das Voxel-Netz nicht fein genug ist und damit die Lastparameter ungenau be-
rechnet werden.

In Abbildung A.6b nimmt die Energiefreisetzungsrate scheinbar ab, je grofser die relative
Risslange a/amq, ist. Das hangt damit zusammen, dass der Riss im Verhéltnis zur Risszelle
schon relativ grof ist und die Spannungsiiberhéhung, die von der Rissspitze weg abflacht am
Zellenrand abgeschnitten wird. Dieser Effekt kann mit dem Sicherheitsfaktor S, ~ 1.05
fiir die kritische Energiefreisetzungsrate beriicksichtigt werden. Aufferdem hat dieser Effekt
weniger Einfluss, wenn mehrere maximale Rissldngen berechnet und kombiniert werden.

# kombiniere die Ergebnisse des Versagenskriteriums

# bei verschiedenen maximalen Risslaengen
combined_failure_checks = analysis.add_combined_failure_check(
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failure_index
0 8.59 17.2

() amaz =2 mm

failure_index

0 11.5 231
—— L e——

(b) amaz = 0.5 mm

Abbildung A.5: analysis.view_failure_check(...): Versagensindizes fiir verschiedene

maximale Risslangen.

oy failure_0.5_load_uxx
o1 failure_1.0_load_uxx

4000 o1 failure_2.0_load_uxx
o1 (VI=0.025)failure_0.5_load_uxx

37501 oy (VI=0.025)failure_1.0 load_uxx

3500 4 o1 (VI=0.025)failure_2.0_load_uxx
T
B 3250 4

3000 4

27501

2500 4

2250 T T T T T T T T

0.00 025 050 075 100 125 150 1L75 2.00

(a) o1(a): Fiir die kleinste maximale Rissldnge
(blau) ist das Voxel-Netz nicht fein genug.

14000 1

12000 A

10000 4

8000

Gla)

6000
err

— err

— err

[ err (VI=0.025)failure_0.5_load_uxx
2000 1 err (VI=0.025)failure_1.0_load_uxx
err (VI=0.025)failure_2.0_load_uxx

4000 + 4

T
0.00 025 050 075 100 125 150 175 200

(b) G(a): Je groker die relative Risslange
a/amqz, desto geringer erscheint die Energie-
freisetzungsrate.

Abbildung A.6: analysis.plot_failure_check(...): Verlauf der Hauptnormalspan-
nung bzw. der Energiefreisetzungsrate fiir verschiedene maximale Rissldngen.



128 'combined_uxx', failure_checks)

130 # stelle das Endergebnis in gmsh dar
131 analysis.view_combined_failure_check(combined_failure_checks)

Die Ergebnisse der verschiedenen maximalen Rissléngen werden kombiniert und als Ender-
gebnis in Abbildung A.7 dargestellt.

prediction mode

0 1 2
I E—
A combined failure_index
(a) Vorhersage-Modus: 0=Rissinitiierung aus- 0 115 231
geschlossen, 2=Rissinitiierung bei kritischer — —
Last, 1=obere Grenze fiir Versagensindex (b) Versagensindex F'I

Abbildung A.7: analysis.view_combined_failure_check(...) stellt das Endergebnis
in gmsh dar.

Der Vorhersage-Modus in Abbildung A.7a ist ,0“, wenn eine Rissinitiierung an einer Po-
sition ausgeschlossen wird. ,,1“ bedeutet, dass eine obere Grenze fiir den Versagensindex
angegeben wird und ,,2“ bedeutet, das eine Rissinitiierung vorhergesagt wird, wenn die auf-
gebrachte Last mit dem kritischen Lastfaktor skaliert wird.

132 # zeige alle Grafiken und oeffne gmsh.

133 plt.show ()
134 gmsh.fltk.run ()
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